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Re´sume´ Ce travail s’articule en quatre parties. Les trois premie`res ont pour socle
commun l’adaptation d’un sche´ma volumes ﬁnis (V FFC) a` des situations varie´es, dans
le but d’un gain en eﬃcacite´ pour la simulation nume´rique d’e´coulements complexes.
La premie`re partie concerne la simulation nume´rique eﬃcace de la chute d’un bloc
de liquide au sein d’une poche de gaz, et propose un nouveau mode`le mutualisant
de pre´ce´dents travaux pour associer ﬁnesse des re´sultats et eﬃcacite´ de calcul. La
deuxie`me partie vise a` la mise en place d’un sche´ma AMR (Adaptive Mesh Reﬁne-
ment) ge´ne´ral pour la re´solution par volumes ﬁnis des syste`mes non conservatifs. La
troisie`me partie a pour ﬁnalite´ le couplage dynamique de deux mode`les repre´sentant
plus ou moins ﬁnement une physique donne´e. Enﬁn, dans un tout autre domaine ou` l’ef-
ﬁcacite´ de re´solution des e´quations aux de´rive´es partielles reveˆt e´galement une grande
importance, la quatrie`me partie s’inte´resse au proble`me du ﬂot optique en imagerie -
c’est a` dire a` la recherche d’un champ de de´placement a` partir d’une suite d’image - et
approfondit une me´thode existante (me´thode de Horn et Schunck) d’un point de vue
pratique et the´orique.
Abstract This work is divided into four parts. The ﬁrst three parts, as a common
base, aim at adapting a ﬁnite volume scheme (V FFC) to various situations, in order
to get a better eﬃciency for the numerical simulation of complex ﬂows. The ﬁrst part
deals with the eﬃcient numerical simulation of a falling block of liquid in a gas pocket,
and proposes a new model to combine previous work for associating precision of results
and computational eﬃciency. The second part aims at the establishment of a general
AMR (Adaptive Mesh Reﬁnement) scheme for resolution by ﬁnite volumes of non-
conservative systems. The purpose of the third part is the dynamic coupling of two
models representing more or less ﬁnely a given physical system. Finally, in any other
area where the eﬃciency of solving partial diﬀerential equations is of great importance
too, the fourth part deals with the problem of optical ﬂow in imaging - i.e. the research
of a displacement ﬁeld from several successive images - and deepens an existing method
(Horn and Schunck method) from a practical and theoretical perspective.
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Introduction ge´ne´rale
La premie`re partie du travail pre´sente´ dans ce document a e´te´ re´alise´e au sein
d’une entreprise spe´cialise´e en informatique, sciences de la complexite´ et simulation
nume´rique (Eurobios, Gentilly, France). Elle se positionne en appui aux industriels
confronte´s a` des proble`mes de´passant le cadre de leur R&D traditionnelle, et de´sireux
de transmettre leurs diﬃculte´s a` des chercheurs spe´cialistes du domaine. Cette entre-
prise s’aide d’un vaste re´seau d’experts et fait le lien entre leurs travaux universitaires
et ces proble´matiques industrielles. Deux sujets ont e´te´ plus particulie`rement a` l’origine
des e´le´ments pre´sente´s ici.
Tout d’abord, dans le cadre d’un partenariat avec une socie´te´ innovante conceptrice
de membranes conﬁnantes pour le transport du me´thane liquide (ou GNL), nous nous
sommes inte´resse´s a` la simulation nume´rique eﬃcace des impacts de vague sur une
paroi, ainsi qu’a` la compre´hension phe´nome´nologique des phe´nome`nes physiques en
jeu. Bien que plusieurs mode`les simples 0D ou 1D repre´sentant ce phe´nome`ne aient
e´te´ a` notre disposition avant ce travail [5, 10, 11], aucun d’entre eux ne prenait en
compte la variation longitudinale des proprie´te´s du bloc de liquide repre´sentant la
vague. Nous pre´senterons ici un mode`le que nous qualiﬁons toujours de mode`le simple
en raison de son eﬃcacite´ informatique et du nombre mode´re´ de lignes de code, mais
qui permet d’introduire cette variation et, en conse´quence, d’e´tudier la de´formation
longitudinale du bloc de liquide. Nous baptiserons ce mode`le Flux de Pan, pour des
raisons qui devraient s’e´claircir a` la lecture du premier chapitre, dont il fait l’objet.
Nous accompagnerons sa pre´sentation d’une description the´orique du sche´ma VFFC,
ou Volumes Finis a` Flux Caracte´ristiques [1], qui sert de socle aux trois premiers
chapitres.
Le deuxie`me sujet qui nous inte´resse concerne la simulation nume´rique ﬁne des
e´coulements multiphasiques, dont l’application vise´e ici est la mode´lisation d’une explo-
sion au sein d’un espace conﬁnant artiﬁciel constitue´ de mousse - la mousse n’e´tant rien
d’autre, en bonne approximation, qu’un me´lange d’eau liquide, d’air et de vapeur d’eau
-. Ce travail devrait mener a` la conception d’un outil industriel et robuste permettant
la pre´diction des pressions engendre´es par une onde de de´tonation se propageant dans
un tel milieu. Ce sujet inte´resse les industries militaires et civiles cherchant a` mieux
connaˆıtre l’inte´reˆt de l’utilisation des mousses comme protection face a` des explosions.
Ce travail traitant une physique complexe et ayant comme ﬁnalite´ la cre´ation d’un ou-
til eﬃcace du point de vue du temps de calcul, un travail the´orique de mode´lisation et
optimisation a duˆ eˆtre mene´ sur de nombreux aspects du proble`me, dont nous e´voquons
ici deux points qui nous ont principalement occupe´s.
• La mise en place de l’AMR, c’est a` dire du raﬃnement automatique de maillage,
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est une e´tape qui pourrait assurer un gain signiﬁcatif en terme, au choix, de
pre´cision ou de temps de calcul. Si l’imple´mentation de cette me´thode ne pose
pas de proble`me particulier pour les mode`les rigoureusement conservatifs, son
adaptation a` des mode`les presque conservatifs, comme nous constaterons eˆtre
le cas pour les milieux multiphasiques, est en revanche diﬃcile et peu docu-
mente´e. Nous aborderons ici les aspects the´oriques de la mise en place de l’AMR
pour les mode`les conservatifs a` partir de la me´thode VFFC, proposerons une
me´thodologie d’adaptation aux mode`les non conservatifs, et la validerons sur
un cas test acade´mique. Ce travail fait l’objet du deuxie`me chapitre. Nous l’ac-
compagnerons d’une description the´orique de l’adaptation du sche´ma VFFC aux
mode`les non conservatifs [6].
• Par ailleurs, toujours dans le but de rendre plus pre´cise a` temps de calcul
donne´, ou plus rapide a` pre´cision donne´e, la simulation nume´rique des ondes
de de´tonation dans les mousses, nous avons imple´mente´ selon la me´thode VFFC
un mode`le pre´-existant [8, 9], permettant de pre´dire l’e´volution d’un syste`me
diphasique a` trois espe`ces de fac¸on plus simpliste du point de vue de la physique
mais plus eﬃcace du point de vue du temps de calcul que le mode`le standard. Il
s’agit de ne conside´rer qu’une seule tempe´rature et qu’une seule vitesse pour les
trois espe`ces, approximation qui peut eˆtre grossie`rement fausse au cœur d’une
explosion, mais qui peut aussi s’ave´rer excellente a` une distance suﬃsante de la
charge. Une fois ce mode`le imple´mente´, nous avons entrepris d’ope´rer un cou-
plage dynamique entre le mode`le complet et le mode`le simpliﬁe´, c’est a` dire un
couplage dont la frontie`re varie continuˆment en fonction de l’e´volution physique
du syste`me. Une pre´sentation the´orique de la me´thode mise au point dans ce but,
ainsi que des tests concluant sur son eﬃcacite´, sont pre´sente´s dans le troisie`me
chapitre. Il sera aussi l’occasion de pre´senter en de´tails le mode`le diphasique a`
trois espe`ces standard.
La deuxie`me partie du travail pre´sente´ dans ce document a e´te´ re´alise´e au sein du CR-
CHUM (Centre de Recherche du Centre Hospitalier de l’Universite´ de Montre´al), dans
le domaine du traitement d’images me´dicales. Plus pre´cise´ment, le projet concernait la
de´termination du ﬂot optique, c’est-a`-dire l’obtention d’un champ de de´placements a`
partir de deux images successives, qui est un proble`me diﬃcile car mal pose´. Bien que
ce the`me puisse sembler e´loigne´ des proble´matiques pre´sente´es dans la premie`re par-
tie, nous allons voir que les me´thodes employe´es ont de nombreux points communs. En
eﬀet, l’algorithme de de´termination du ﬂot optique e´tudie´ ici est base´ sur la re´solution
d’une e´quation aux de´rive´es partielles par diﬀe´rences ﬁnies. Il s’agit de la me´thode de
Horn et Schunck [16], qui sera de´crite en de´tails dans le quatrie`me et dernier chapitre.
Nous verrons que cette me´thode est base´e sur la re´solution ite´rative d’un syste`me
line´aire. Aucune preuve de convergence n’e´tait propose´e par les auteurs de l’article
original datant de 1981, qui se contentaient d’un constat empirique, mais plus tard
deux travaux de recherche inde´pendants ont abouti en 2004 et 2008 a` la proposition
de deux preuves the´oriques [20, 21]. Concernant ce proble`me de convergence, le lecteur
sera renvoye´ a` l’article en annexe mettant en de´faut ces deux preuves et proposant une
nouvelle preuve correcte et tre`s ge´ne´rale.
Nous nous appliquerons enﬁn, toujours dans le quatrie`me chapitre, a` appliquer l’al-
gorithme de Horn et Schunck a` des cas rencontre´s en e´chographie cardiaque, et a` tester
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son eﬃcacite´. Un travail pre´alable d’adaptation de l’algorithme aux coordonne´es po-
laires devra eˆtre re´alise´, car dans ce domaine les donne´es sont souvent obtenues dans
un tel syste`me. En eﬀet, pour balayer un large domaine sans de´placer la sonde, on
peut faire varier l’angle d’e´mission des ultrasons plutoˆt que de leur imposer une trans-
lation. En particulier, il e´tait important que l’adaptation en coordonne´es polaires de
l’algorithme permette l’utilisation d’une me´thode ite´rative similaire a` celle employe´e
dans le cas standard et faisant l’objet de l’article en annexe.
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Premie`re partie
Me´canique des fluides nume´rique
9
Chapitre 1
Flux de Pan
1.1 Introduction
Dans cette partie, nous nous inte´ressons au proble`me de la chute d’un bloc d’eau
entoure´ de gaz dans un domaine ferme´, et en particulier aux phe´nome`nes physiques
re´sultants de l’impact de ce bloc d’eau sur le bord du domaine, conside´re´ comme
un mur. Les applications principalement vise´es concernent l’e´tude des mouvements
de me´thane liquide (GNL) au sein du me´thane gazeux dans les me´thaniers. Plus
pre´cise´ment, nous nous inte´ressons a` une technologie re´cente et innovante qui, au lieu
de stocker le GNL dans des conteneurs me´talliques de petite taille comme cela est
fait classiquement, repose sur un entreposage direct dans une cuve paralle´le´pipe´dique
de plusieurs milliers de m3. L’inte´reˆt en terme d’optimisation de l’espace utilise´ est
e´vident, mais le risque de monte´e en pression par e´vaporation du me´thane liquide et
de rupture de la cuve doit eˆtre controˆle´. Le maintient a` l’e´tat liquide du me´thane a
pour condition un environnement a` tempe´rature tre`s basse, de l’ordre de −160oC. Les
diﬀe´rentes membranes entourant la cuve ont donc un roˆle essentiel d’isolement ther-
mique a` jouer. En conse´quence, leur tenue me´canique aux perturbations rencontre´es
lors du transport, et la de´monstration du maintient de leur inte´grite´, sont primordiales.
C’est dans ce contexte que nous nous inte´ressons au phe´nome`ne d’impact sur une paroi
d’une vague entoure´e de gaz, phe´nome`ne qui se produit continuˆment durant le trans-
port en raison du ballottement et de la ne´cessaire e´vaporation d’une partie du me´thane
a` proximite´ de cette paroi. Le dessin suivant pre´sente un exemple de membrane :
Figure 1.1 – Membrane pour cuve de me´thanier
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Le proble`me physique de l’impact d’une vague sur un mur a fait l’objet de nombreux
travaux expe´rimentaux [3], travaux que nous cherchons a` mieux repre´senter d’un point
de vue nume´rique. Ces e´tudes expe´rimentales ont permis de mettre en e´vidence trois
re´gimes apparaissant successivement lors de l’impact [4] :
• Tout d’abord, le bloc de liquide se dirige vers la paroi, entraˆıne´ par une vitesse
initiale ainsi que par une acce´le´ration. Cette dernie`re peut eˆtre aussi bien due a` la
gravite´ qu’au ballottement du bateau, a` l’origine d’un mouvement du re´fe´rentiel
d’e´tude. A` ce stade, le liquide peut eˆtre vu comme un bloc incompressible et
l’unique force qui le ralentit re´sulte de la compression du gaz qui le se´pare de la
paroi, e´ventuellement accompagne´e de la de´tente du gaz situe´ de l’autre coˆte´ du
bloc.
• Peu a` peu, alors que la pression du gaz augmente, le rendant plus diﬃcilement
de´formable, on entre dans une phase ou` la compressibilite´ du gaz et du liquide
jouent tous deux un roˆle similaire dans le ralentissement du bloc de liquide.
• Si l’impact est suﬃsamment violent, la pression du gaz devient telle qu’a` son
tour il peut eˆtre conside´re´ comme incompressible, et c’est alors la compressibilite´
du liquide qui joue un roˆle primordial pour absorber l’e´nergie de l’impact.
Une diﬃculte´ importante dans l’analyse de ces phe´nome`nes est due a` l’impossibilite´
de produire des essais a` l’e´chelle 1, et de les re´aliser avec du me´thane, ce dernier point
e´tant duˆ aux conditions extreˆmes qui seules peuvent permettre son maintient a` l’e´tat
liquide. Les essais sont donc re´alise´s a` e´chelle re´duite, en ge´ne´ral 1 : 40, en assurant un
maintient du nombre de Froude. Mais ce Froude scaling ne saurait assurer a` lui seul
l’exacte similitude entre les essais sur mode`le re´duit et la re´alite´. C’est pourquoi la si-
mulation nume´rique joue e´galement un roˆle cle´ dans la compre´hension des phe´nome`nes
physiques. Nous pre´senterons dans la suite un mode`le 0D tre`s simpliﬁe´ permettant de
repre´senter le phe´nome`ne en s’e´pargnant une simulation 2D comple`te, appele´ mode`le
de Bagnold. Ces dernie`res anne´es, diﬀe´rents travaux ont permis de complexiﬁer peu
a` peu ce dernier mode`le en prenant en compte davantage de phe´nome`nes, comme la
compressibilite´ du liquide ou la possible d’une fuite de gaz sur les coˆte´s du bloc, graˆce
a` des approches 0D avance´es ou 1D [10, 11, 23]. Dans ce document, nous proposons
une nouvelle extension de ces mode`les, qui prend en compte une possible de´formation
longitudinale du bloc d’eau. L’inte´reˆt peut eˆtre d’observer quelle quantite´ de gaz se
trouve prisonnie`re du bloc de liquide au moment de l’impact, cette quantite´ pouvant
inﬂuencer sensiblement les pressions maximales a` la paroi re´sultantes de l’impact. Le
mode`le pre´sente´ ici, que nous avons appele´ Flux de Pan, a l’avantage d’eˆtre tre`s eﬃcace
du point de vue du temps de calcul et de la me´moire utilise´e, et permet notamment de
re´aliser des simulations en quelques minutes. En revanche, il ne permet de traiter que
les instants ante´rieurs au contact du liquide et de la paroi - si toutefois ce contact a
lieu, car nous verrons des situations dans lesquelles la totalite´ du liquide remonte sans
avoir touche´ la paroi -.
Par ailleurs ce mode`le, dans sa version simpliﬁe´e car sans prise en compte de la
de´formation longitudinale du bloc de liquide, a permis de produire, parmi les courbes de
l’article [4] faisant le point sur l’apport de la simulation nume´rique dans la proble´matique
de mise a` l’e´chelle des essais expe´rimentaux, celles en provenance de ENS Cachan /
Eurobios. Ce dernier article pre´sente en de´tails l’approche phe´nome´nologique de l’im-
pact des vagues, les diﬃculte´s lie´es a` cette mise a` l’e´chelle, les re´sultats nume´riques
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obtenus et leur utilisation dans ce contexte. Nous nous focaliserons donc ici sur l’aspect
the´orique du mode`le mis au point et sur quelques cas d’application.
1.2 Proble`me pose´
1.2.1 Proble`me physique
Un bloc de liquide se de´place dans le gaz, son mouvement e´tant duˆ a` la gravite´
ainsi qu’a` sa vitesse initiale. Nous souhaitons re´soudre le proble`me - a` savoir connaˆıtre
l’e´volution temporelle du contour du bloc de liquide et de l’e´tat des ﬂuides en tout
point - en nous imposant comme condition d’interdire tout me´lange entre le gaz et le
liquide ainsi que tout mouvement horizontal de liquide.
Nous nous inspirerons de travaux de´ja` re´alise´s pour traiter cette question. Un mode`le
2D complet est pre´sente´ dans [12], dont la version 1D est reprise dans la sous-section
1.3.3. Toutefois ce mode`le est trop complexe et trop couˆteux en temps de calcul pour
nos applications. Un mode`le beaucoup plus simple est propose´ dans [10], pour lequel les
e´quations d’Euler ne sont re´solues que dans le gaz, et qui conside`re le liquide comme un
bloc inde´formable. Des de´veloppements de ce dernier mode`le sont re´alise´s dans [11], et
consistent par exemple a` remplacer le bloc de liquide par un ressort ou a` le traiter avec
les e´quations d’Euler 1D. La limite de ces derniers mode`les concerne leur incapacite´ a`
pre´voir la de´formation du bloc de liquide.
L’approche de´veloppe´e ici propose, comme compromis a` ces me´thodes, de traiter le
proble`me sans recourir a` de gros moyens nume´riques mais en prenant en compte une
de´formation du bloc de liquide. L’ide´e ge´ne´rale est :
• de de´couper le bloc de liquide en tranches verticales dont les parois sont conside´re´es
comme des murs et dont les largeurs sont ﬁxes,
• de traiter le gaz graˆce aux e´quations d’Euler 2D,
• de traiter l’inte´rieur de chaque tranche de liquide graˆce aux e´quations d’Euler
1D,
• de traiter les interfaces horizontales entre liquide et gaz graˆce a` une me´thode par-
ticulie`re, inspire´e de [12] et pre´sente´e dans la sous-section 1.3.3. Cette me´thode
introduit notamment la notion de condensat, qui constitue une discre´tisation
spe´ciﬁque pour la zone proche de l’interface.
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1.2.2 Repre´sentation du proble`me
La discre´tisation spatiale est re´alise´e sur une grille carte´sienne. Dans un souci de
limitation des moyens de calcul ne´cessaires, les cas standards se traitent avec quelques
centaines de cellules, qui doivent suﬃre a` repre´senter correctement la physique en jeu.
Dans ce but, le maillage est mobile et re´adapte´ en continu a` la position du bloc de
liquide. Plus spe´ciﬁquement, il pre´sente les caracte´ristiques suivantes.
Maillage vertical
Pour de´crire correctement la physique en jeu dans les applications vise´es - no-
tamment pour traiter correctement d’e´ventuels mouvements tre`s violents du bloc de
liquide -, nous choisissons de mettre en place un maillage vertical mobile, qui conser-
vera ne´anmoins un nombre de mailles ﬁxes pour une question de simplicite´. Lorsque
le bloc tombe, nous souhaitons maintenir un nombre de mailles ﬁxe dans la zone de
gaz infe´rieure (i.e. entre l’extre´mite´ infe´rieure du domaine et celle du bloc de liquide),
qui pourra eˆtre amene´e a` devenir tre`s petite en fonction des applications. Cet accrois-
sement de la pre´cision dans la zone infe´rieure ne doit pas se payer par une perte de
pre´cision dans la zone me´diane (i.e. la zone contenant le bloc de liquide), nous mainte-
nons donc un nombre de mailles ﬁxe sur la hauteur du bloc de liquide. Par conse´quent,
la zone de gaz supe´rieure (i.e. au dessus du bloc de liquide) conserve e´galement un
nombre de mailles ﬁxe. Cette zone n’e´tant pas une zone d’inte´reˆt particulier lors de la
chute du bloc, la perte de pre´cision qui en re´sulte n’a pas beaucoup d’importance. Si
le bloc rebondit et se dirige vers le haut, les meˆmes re`gles seront applique´es, de sorte
que le maillage reprend progressivement sa forme initiale.
Maillage horizontal
Il ne serait pas utile, en revanche, de rendre le maillage horizontal mobile, car les
tranches de liquide sont par hypothe`se de largeur constante dans le temps. Nous faisons
e´galement l’hypothe`se que toutes les tranches ont la meˆme largeur, et nous aﬀectons
une unique cellule horizontale a` chaque tranche pour une question de simplicite´. Nous
conside´rons par ailleurs un maillage uniforme de part et d’autre du bloc de liquide,
dont le nombre de cellules est choisi par l’utilisateur.
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1.3 Base the´orique
1.3.1 Me´thode VFFC : Volumes Finis a` Flux Caracte´ristiques
Cette me´thode est pre´sente´e dans [1]. Il s’agit d’un sche´ma volumes ﬁnis a` variables
centre´es, utilise´ en premier lieu pour re´soudre les syste`mes d’e´quations conservatifs
en une ou plusieurs dimensions, c’est a` dire ceux qui peuvent s’e´crire sous la forme
suivante :
∂t v + div
(
F (v)
)
= 0, (1.1)
ou` v est le vecteur des variables conservatives et F (v) le vecteur des ﬂux, unique pour
v donne´. Nous avons omis la pre´sence d’un e´ventuel terme source aﬁn d’alle´ger les
notations.
Volumes finis.
Nous souhaitons re´soudre le syste`me (1.1) sur un domaine Ω que nous supposons
de´compose´ en cellules polye´driques. L’inte´gration du syste`me sur une cellule d’indice
i, recouvrant le domaine Ωi d’enveloppe Ti, donne :∫
Ωi
(
∂t v + div
(
F (v)
))
dτ =
d
dt
∫
Ωi
v dτ +
∫
Ti
F.n ds.
Conside´rons maintenant que l’enveloppe Ti est constitue´e de mi plans note´s Aij ,
(1 ≤ j ≤ mi), de sorte que Aij se´pare les cellules i et j (nous ne conside´rons pas les
cellules frontalie`res dans ce re´sume´, se re´fe´rer a` [1] pour plus de pre´cisions). Notons n
et n+ 1 deux ite´rations se´pare´es par le pas de temps ∆t, et vi la valeur moyenne de v
sur Ωi a` l’ite´ration n, soit :
vi =
1
|Ωi|
∫
Ωi
v dτ,
alors la discre´tisation temporelle de l’e´quation (1.1) peut s’e´crire :
|Ωi|v
n+1
i − vni
∆t
+
mi∑
j=1
|Aij |φij = 0 (1.2)
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ou`
φij =
1
|Aij |
∫
Aij
F (v).nij ds, (1.3)
avec nij la normale au plan Aij sortante de la cellule Ωi. Pour que le sche´ma soit
conservatif, il faut que l’on ait φij = φji pour toutes les cellules i et j du domaine Ω.
La me´thode de calcul de ces ﬂux est signiﬁcative pour la qualite´ des re´sultats, et fait
la spe´ciﬁcite´ de la me´thode VFFC.
Flux caracte´ristiques
Conside´rons deux cellules i et j se´pare´es par une face Aij de normale nij allant
de i vers j. Nous souhaitons calculer la valeur de φij a` partir de la donne´e de vi et
vj , valeurs de v moyenne´es sur ces deux cellules, aﬁn d’eˆtre en mesure de re´soudre
l’e´quation discre´tise´e (1.2). Notons d la dimension du domaine Ω, et commenc¸ons par
re´e´crire le syste`me (1.1) en introduisant ei , (1 ≤ i ≤ d), une base canonique de Rd :
∂tv +
d∑
i=1
∂i
(
F (v).ei
)
= 0, (1.4)
ou` ∂i repre´sente la de´rive´e parielle selon la i
e`me dimension d’espace. Nous supposons
ici que le vecteur v est uniforme sur la face Aij , et par conse´quent que le ﬂux F (v)
l’est e´galement, de sorte que l’e´criture de (1.4) sur la face Aij peut s’e´crire :
∂tv + ∂nij
(
F (v).nij
)
= 0, avec ∂nij = nij .∇. (1.5)
Il suﬃt pour s’en assurer de supposer que nous ayons choisi la base canonique ei , (1 ≤
i ≤ d) de telle sorte que e1 = nij . Introduisons maintenant la matrice jacobienne :
J(v, n) =
∂
(
F (v).n
)
∂v
,
de´ﬁnie pour tout vecteur unitaire n. Notons par ailleurs vij la valeur du vecteur v sur
la face Aij . Elle est conside´re´e e´gale a` une moyenne ponde´re´e des vecteurs v
n
i et v
n
j . Si
nous shoisissons de ponde´rer par les volumes des cellules, nous obtenons :
vij =
|Ωi| vni + |Ωj |vnj
|Ωi|+ |Ωj | .
En multipliant le syste`me (1.5), valable sur la face Aij , par J(v, nij), nous trouvons :
∂t
(
F (v).nij
)
+ J(vij , nij) ∂nij
(
F (v).nij
)
= 0. (1.6)
Soit maintenant un vecteur unitaire n et un vecteur de variables conservatives v
quelconques. Nous conside´rerons dans la suite que le syste`me (1.1) est hyperbolique,
c’est a` dire que J(v, n) est diagonalisable avec des valeurs propres re´elles. Nous notons
µk(v, n) les valeurs propres de J(v, n), lk(v, n) ses vecteurs propres a` gauche et rk(v, n)
ses vecteurs propres a` droite. Ainsi nous pouvons e´crire :
tJ(v, n).lk(v, n) = µk(v, n) lk(v, n), (1.7)
J(v, n).rk(v, n) = µk(v, n) rk(v, n). (1.8)
15
Nous introduisons e´galement la matrice R(v, n) dont les colonnes sont les vecteurs
rk(v, n), et la matrice L(v, n) dont les lignes sont les vecteurs lk(v, n). Nous supposons
enﬁn que nous avons normalise´ les vecteurs propres de fac¸on a` avoir :
L(v, n) R(v, n) = Id.
Nous pouvons alors e´crire :
diag
(
µ(v, n)
)
= L(v, n) J(v, n) R(v, n), (1.9)
ou` diag
(
µ(v, n)
)
de´signe la matrice diagonales dont les e´le´ments diagonaux sont les
valeurs µk(v, n).
Rappelons que nous cherchons une valeur moyenne sur la face Aij de la quantite´
F (v).nij note´e φij , alors que nous ne disposons que des quantite´s centre´es F (vi), et
multiplions l’e´quation (1.6) par tlk(vij , nij). Nous obtenons en vertu de (1.7) :
(
∂t + µk(vij , nij)∂nij
)(
tlk(vij , nij)
(
F (v).nij
))
= 0, (1.10)
ce qui signiﬁe que les quantite´s tlk(vij , nij)
(
F (v).nij
)
sont advecte´s dans la direction
nij selon les vitesses µk(vij , nij). Aﬁn d’appliquer le principe intuitif consistant a` cher-
cher l’information dans le sens oppose´e a` la vitesse d’advection - ou a` conside´rer une
moyenne si cette vitesse est nulle -, et en vertu de la remarque pre´ce´dente, nous sup-
posons que φij ve´riﬁe :
si µk(vij , nij) > 0, alors
tlk(vij , nij) φij =
t lk(vij , nij)
(
F (vi).nij
)
, (1.11)
si µk(vij , nij) < 0, alors
tlk(vij , nij) φij =
t lk(vij , nij)
(
F (vj).nij
)
, (1.12)
si µk(vij , nij) = 0, alors
tlk(vij , nij) φij =
tlk(vij , nij)
(F (vi).nij + F (vj).nij
2
)
, (1.13)
ou` pour k ∈ {i, j}, nous avons vk = vnk ou vk = vn+1k en fonction du choix d’une
ite´ration implicite ou explicite. Dans l’ensemble de cette the`se, a` moins que ce ne soit
pre´cise´, nous nous bornerons a` l’utilisation en explicite du sche´ma VFFC. Cet ensemble
de conditions de´termine exactement le ﬂux φij , et peut eˆtre re´e´crit de la fac¸on suivante :
φij =
(
F (vi) + F (vj)
2
− sign(J(vij , nij)) F (vj)− F (vi)
2
)
.nij (1.14)
ou` la matrice signe est donne´e par :
sign
(
J(vij , nij)
)
= R(vij , nij) diag
(
sign
(
µ(vij , nij)
))
L(vij , nij).
Par ailleurs, le pas de temps ∆t est contraint par la condition CFL :
∆t < min i,j
(
|Ωi|
|Aij | maxk |µk(vij , nij)|
)
.
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1.3.2 Cas du gaz seul
Equations d’Euler 2D.
Nous utilisons la base canonique (ex, ez), correspondant respectivement aux direc-
tions horizontales et verticales, dans laquelle nous projetons la vitesse u pour obtenir
ses coordonne´es ux et uz. Les e´quations d’Euler 2D s’e´crivent ainsi :
∂ρ
∂t
+
∂ρu
∂x
+
∂ρv
∂z
= 0. (1.15)
∂ρu
∂t
+
∂ρu2
∂x
+
∂ρuv
∂z
+
∂p
∂x
= 0. (1.16)
∂ρv
∂t
+
∂ρuv
∂x
+
∂ρv2
∂z
+
∂p
∂z
= 0. (1.17)
ou` nous avons note´ :
• ρ la masse volumique
• p la pression.
Accompagne´ d’une loi p(ρ) reliant de manie`re unique pression et masse volumique -
sous l’hypothe`se d’un e´coulement isentropique -, ce syste`me est ferme´. Nous pouvons
utiliser le formalisme suivant :
v =

 ρρux
ρuz

 , Fx(v) =

 ρuxρu2x + p
ρuxuz

 , Fz(v) =

 ρuzρuxuz
ρu2z + p

 (1.18)
pour re´e´crire le syste`me (3.10, 3.11, 3.12) sous la forme :
∂v
∂t
+
∂Fx(v)
∂x
+
∂Fz(v)
∂z
= 0 (1.19)
ou encore, en notant F (v) =
(
Fx(v), Fz(v)
)
:
∂v
∂t
+ div
(
F (v)
)
= 0, (1.20)
ce qui permet d’utiliser la the´orie VFFC pre´sente´e dans [1] et re´sume´e dans la sous-
section 1.3.1.
Remarque Il est sous-entendu ici comme dans la suite du document que les pa-
rame`tres physiques ux, uz, ρ et p se de´terminent de manie`re unique a` partir du vecteur
v, et qu’il en va par conse´quent de meˆme de toutes les variables physiques pouvant en
re´sulter, ainsi que du ﬂux F . En notant v = (ρ, ρ ux, ρ uz) = (v1, v2, v3), nous avons
en eﬀet :
ux =
v2
v1
, uz =
v3
v1
, ρ = v1 et p = p(v1).
Reprenons ici les grandes lignes de la the´orie VFFC dans notre cas particulier a` deux
dimensions sur un maillage carte´sien. Inte´grons tout d’abord le syste`me d’e´quations
(3.13) sur une maille K = [x− 1
2
, x+ 1
2
]× [z− 1
2
, z+ 1
2
] :
∫
K
∂v
∂t
+
∫
K
∂Fx(v)
∂x
+
∫
K
∂Fz(v)
∂z
= 0. (1.21)
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Nous notons vi,j la valeur moyenne de v dans la mailleK, dxi et dzj e´tant les dimensions
de cette maille. Alors (3.14) me`ne a` la discre´tisation suivante :
vn+1i,j = v
n
i,j −
∆t
dxi
(
Fxi+ 1
2
,j − Fxi− 1
2
,j
)− ∆t
dzj
(
Fzi,j+ 1
2
− Fzi,j− 1
2
)
, (1.22)
les exposants n et n + 1 correspondant a` deux ite´rations successives se´pare´es par le
pas de temps ∆t. Il reste a` de´ﬁnir Fxi± 1
2
,j et Fzi,j± 1
2
, qui correspondent aux valeurs
moyennes aux faces des ﬂux Fx et Fz. Ces ﬂux aux faces s’expriment en fonction des ﬂux
aux centres des cellules adjacentes, eux meˆmes issus des valeurs de vi,j correspondantes.
La me´thode de calcul de ces ﬂux, pre´sente´e en de´tails dans [1] et re´sume´e dans la sous-
section 1.3.1, fait intervenir des termes de de´centrement de´pendant des gradients des
ﬂux physiques.
Plus spe´ciﬁquement dans ce cas, la grille e´tant carte´sienne et oriente´e selon les deux
directions ex et ez de la base canonique, seules les normales ex et ez sont conside´re´es,
et l’on a :
µ1(v, ex) = ux − c et µ1(v, ez) = uz − c,
µ2(v, ex) = ux et µ2(v, ez) = uz,
µ3(v, ex) = ux + c et µ3(v, ez) = uz + c.
J(v, ex) =

 0 1 0c2 − u2x 2 ux 0
−ux uz uz ux

 et J(v, ez) =

 0 0 1−ux uz uz ux
c2 − u2z 0 2 uz

 ,
R(v, ex) =

 1 0 1ux − c 0 ux + c
uz 1 uz

 et R(v, ez) =

 1 0 1ux 1 ux
uz − c 0 uz + c

 ,
L(v, ex) =

 c+ux2 c −12 c 0−uz 0 1
c−ux
2 c
1
2 c 0

 et L(v, ez) =

 c+uz2 c 0 −12 c−ux 1 0
c−uz
2 c 0
1
2 c

 .
Et nous avons ﬁnalement pour tout i, le choix e´tant fait d’un sche´ma explicite :
Fxi+ 1
2
,j =
Fx(v
n
i,j) + Fx(v
n
i+1,j)
2
− sign(J(vi+ 1
2
,j , ex)
) Fx(vni+1,j)− Fx(vni,j)
2
,
(1.23)
et pour tout j :
Fzi,j+ 1
2
=
Fz(v
n
i,j) + Fz(v
n
i,j+1)
2
− sign(J(vi,j+ 1
2
, ez)
) Fz(vni,j+1)− Fz(vni,j)
2
,
(1.24)
avec, pour n = ex ou n = ez :
sign
(
J(v, n)
)
= R(v, n) S(v, n) L(v, n), (1.25)
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ou`
S(v, n) =

sign
(
µ1(v, n)
)
0 0
0 sign
(
µ2(v, n)
)
0
0 0 sign
(
µ3(v, n)
)

 .
Par ailleurs, les valeurs de v aux faces sont les suivantes :
vi+ 1
2
,j =
dxi v
n
i,j + dxi+1 v
n
i+1,j
dxi + dxi+1
(1.26)
et
vi,j+ 1
2
=
dzj v
n
i,j + dzj+1 v
n
i,j+1
dzj + dzj+1
. (1.27)
Enﬁn, la condition CFL s’e´crit dans ce cas :
∆t < min i,j
(
|Ωi|
|Aij | maxk |λk(Vij , nij)|
)
= min
(
min i,j
(
dxi
|ux i,j |+ |ci,j |
)
,min i,j
(
dzj
|uz i,j |+ |ci,j |
) )
.
Maillage mobile
Nous souhaitons reprendre l’e´quation (3.14), en inte´grant cette fois l’e´quation (3.13)
sur une cellule K(t) dont la hauteur peut varier :
K(t) = [x− 1
2
, x+ 1
2
]× [z− 1
2
(t), z+ 1
2
(t)].
Nous partons de l’expression suivante, valable pour toute fonction f(z, t) sous re´serve
de bonnes proprie´te´s d’inte´gration et d’ensemble de de´ﬁnition :
d
dt
∫
K(t)
f dz =
∫
K(t)
ft dz +
∫
K(t)
(λ f)z dz, (1.28)
ou` λ de´signe la vitesse d’e´volution du domaine d’inte´gration, dans notre cas la vitesse
de maillage. Cette proprie´te´ nous permet d’e´crire :∫
K(t)
∂v
∂t
+
∫
K(t)
∂Fx(v)
∂x
+
∫
K(t)
∂Fz(v)
∂z
=
∫ x
+12
x
− 12
(∫ z
+12
(t)
z
− 12
(t)
∂v
∂t
dz
)
+
∫
K(t)
∂Fx(v)
∂x
+
∫
K(t)
∂Fz(v)
∂z
=
∫ x
+12
x
− 12
(
∂
∂t
(∫ z
+12
(t)
z
− 12
(t)
v dz
)
−
∫ z
+12
(t)
z
− 12
(t)
∂
∂z
(λ v) dz
)
+
∫
K(t)
∂Fx(v)
∂x
+
∫
K(t)
∂Fz(v)
∂z
=
∂
∂t
(∫
K(t)
v
)
+
∫
K(t)
∂Fx(v)
∂x
+
∫
K(t)
∂
(
Fz(v)− λ v
)
∂z
.
(1.29)
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Notons maintenant F ∗z (v, λ) = Fz(v) − λv. Le syste`me (1.20) s’inte`gre sur K(t) de la
fac¸on suivante :
∂
∂t
(∫
K(t)
v
)
+
∫
K(t)
∂Fx(v, λ)
∂x
+
∫
K(t)
∂F ∗z (v, λ)
∂z
= 0. (1.30)
Cela me`ne, en conside´rant toujours que les ﬂux sont calcule´s en explicite, a` la discre´tisation
suivante :
V n+1i,j =
dz
n
j
dz
n+1
j
V ni,j−
∆t dz
n
j
dxi dz
n+1
j
(
Fxi+ 1
2
,j−Fxi− 1
2
,j
)− ∆t
dz
n+1
j
(
F ∗z i,j+ 1
2
−F ∗z i,j− 1
2
)
, (1.31)
avec F ∗z i,j± 1
2
se calculant de la meˆme manie`re que dans le cas sans mouvement de
maille. il nous faut de´terminer :
J∗(v, ez, λ) =
∂F ∗z (v, λ)
∂v
,
ainsi que les valeurs propres µ∗k(v, ez, λ) de J
∗(v, ez, λ) et les deux matrices L
∗
k(v, ez, λ)
et R∗k(v, ez, λ) des vecteur propres a` gauche et a` droite, eux-meˆmes note´s respective-
ment l∗k(v, ez, λ) et r
∗
k(v, ez, λ). Tout cela est tre`s simple : il est clair que nous avons :
J∗(v, ez, λ) = J(v, ez)− λId.
Cela entraˆıne que les vecteurs propres sont inchange´s, de sorte que :
L∗k(v, ez, λ) = Lk(v, ez) et R
∗
k(v, ez, λ) = Rk(v, ez).
Par ailleurs nous avons naturellement µ∗k(v, ez, λ) = µk(v, ez)− λ. Ainsi, reprenant les
de´veloppements de la me´thode VFFC sur maillage ﬁxe, nous pouvons e´crire pour tous
i et j :
Fz
∗
i,j+ 1
2
=
F ∗z (v
n
i,j , λj) + F
∗
z (v
n
i,j+1, , λj+1)
2
− sign(J∗(vi,j+ 1
2
, ez, λj+ 1
2
)
) F ∗z (vni,j+1, λj+1)− F ∗z (vni,j , λj)
2
,
(1.32)
ou`
sign
(
J∗(v, ez)
)
= R(v, ez) S
∗(v, ez)L(v, ez), (1.33)
avec
S∗(v, ez, λ) =

sign
(
µ1(v, ez)− λ
)
0 0
0 sign
(
µ2(v, ez)− λ
)
0
0 0 sign
(
µ3(v, ez)− λ
)

 .
Notant maintenant, pour j quelconque, zn
j+ 1
2
et zn+1
j+ 1
2
les positions du nœud j + 12 aux
ite´rations n et n+ 1. Nous e´crivons :
λj+ 1
2
=
zn+1
j+ 1
2
− zn
j+ 1
2
∆t
(1.34)
et
λj =
λj+ 1
2
+ λj− 1
2
2
. (1.35)
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Enﬁn, la condition CFL s’e´crit dans ce cas :
∆t < min i,j
(
|Ωi|
|Aij | maxk |λk(Vij , nij)|
)
= min
(
min i,j
(
dxi
|ux i,j |+ |ci,j |
)
,min i,j
(
dzj
|uz i,j − λj |+ |ci,j |
) )
.
Condition de mur
Nous ne conside´rerons dans ce document que des conditions aux limites de mur.
Nous cherchons ici a` calculer les ﬂux frontaliers, pour lesquels les pre´ce´dentes expres-
sions ne peuvent s’appliquer car elles ne´cessiteraient l’existence de cellules exte´rieures
au domaine. Rappelons d’abord que l’expression ge´ne´rale du ﬂux est F = (Fx, Fy) avec
Fx = (ρuxρu
2
x + pρuxuz) et Fz = (ρuz, ρuxuz, ρu
2
z + p).
Si la frontie`re est orthogonale a` ex, nous pouvons aﬃrmer que la composante ux est
nulle a` la frontie`re, ce qui permet d’e´crire la composante du ﬂux de bord paralle`le a`
la normale ex sous la forme Fb = (0, pb, 0) ou` pb de´signe une pression de bord. De
meˆme pour une frontie`re orthogonale a` ez, la composante du ﬂux de bord paralle`le a`
la normale ez s’e´crit Fb = (0, 0, pb). Il reste donc a` de´terminer la pression de bord pb.
Cas d’un maillage fixe. Nous nous basons ici sur la sous-section 1.3.1. Notons que
pour n ∈ {ex, ez,−ex,−ez}, la troisie`me valeur propre de J(v, n) s’e´crit µ3(v, n) =
(u.n) + c. Cette expression a de´ja` e´te´ pre´sente´e dans la section 1.3.2 pour n ∈ {ex, ez}
et se ve´riﬁe e´galement pour les normales oppose´es. Cette troisie`me valeur propre est
toujours positive dans le cas des e´coulements subsoniques. Nous faisons dans la suite
l’hypothe`se que nos e´coulements sont subsoniques - et donc que cette valeur propre est
positive -, ce qui me`ne, en reprenant l’e´quation (1.11), a` l’e´criture suivante :
tl3(vb, n) Fb =
t l3(vb, n)
(
F (vint).n
)
ou` vb de´signe le vecteur des variables conservatives au bord et vint son e´quivalent au
centre de la cellule de bord. En faisant l’approximation vb = vint, nous e´crivons :
tl3(vint, n) Fb =
t l3(vint, n)
(
F (vint).n
)
,
ce qui, en rappelant que le ﬂux Fb ne s’exprime qu’en fonction de la variable pb, permet
de calculer pb de fac¸on unique. Plus spe´ciﬁquement nous avons, pour n ∈ {ex,−ex} :
tl3(v, n) =
(c− (u.n)
2 c
,
1
2 c
, 0
)
(1.36)
et pour n ∈ {ez,−ez} :
tl3(v, n) =
(c− (u.n)
2 c
, 0,
1
2 c
)
. (1.37)
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Cas d’un maillage mobile. Nous avons vu a` la sous-section 1.3.2 que la matrice
J(v, ez) se transformait en J ∗ (v, ez, λ), et que les vecteurs propres de J(v, ez), note´es
lk(v, ez) et lk(v, ez), e´taient les meˆmes que ceux de J
∗(v, ez, λ), note´s l
∗
k(v, ez, λ) et
l∗k(v, ez, λ). Par ailleurs nous savons que la matrice J(v, ex) reste inchange´e en raison
de l’absence de mouvement de mailles selon x. Enﬁn, nous savons par hypothe`se que
la vitesse de maillage λ est nulle sur la frontie`re, de sorte que la composante paralle`le
a` la normale exte´rieure d’un ﬂux de bord, note´e F ∗b dans le cas d’un maillage mobile,
a la meˆme expression que Fb et ne de´pend donc que de pb. Les remarques pre´ce´dentes
permettent de de´terminer pb, et donc F
∗
b , en e´crivant :
tl∗3(vint, n) F
∗
b =
t l∗3(vint, n)
(
F ∗(vint).n
)
(1.38)
que nous pouvons mettre sous la forme :
tl3(vint, n) Fb =
t l3(vint, n)
(
F ∗(vint).n
)
(1.39)
avec F ∗(vint).ez = F (vint) − λintv et F ∗(vint).ex = F (vint). Nous avons note´ λint la
vitesse de maillage dans la cellule de bord, qui se calcule comme pre´sente´ dans la
sous-section 1.3.2.
1.3.3 Cas d’une tranche de liquide seule
Sans interface
Nous conside´rons maintenant le cas d’une colonne verticale remplie de liquide. Les
cellules sont indexe´es par l’indice j dans le sens des z croissants. Le formalisme 2D est
toujours valable, a` condition de conside´rer nuls les ﬂux horizontaux Fxi± 1
2
,j et de ne pas
prendre en conside´ration la vitesse horizontale ux. En omettant par ailleurs les indices
z et i, qui pre´cisent respectivement la direction des ﬂux et la position horizontale de
la cellule conside´re´e, nous pouvons e´crire :
vn+1j = v
n
j −
∆t
dzj
(
Fj+ 1
2
− Fj− 1
2
)
, (1.40)
ou` les ﬂux et variables conservatives ont la meˆme signiﬁcation que dans la section 1.3.2,
et ou` l’on ne s’inte´resse qu’aux premie`re et troisie`me variables du vecteur v, a` savoir
ρ et ρ uz. La vitesse uz sera note´e u dans la suite de cette section.
Le meˆme raisonnement est valable lorsque l’on conside`re un maillage mobile, et nous
pouvons e´crire, en nous basant toujours sur la section 1.3.2 :
vn+1j =
dz
n
j
dz
n+1
j
vnj −
∆t
dz
n+1
j
(
F ∗j+ 1
2
− F ∗j− 1
2
)
. (1.41)
Enﬁn, la condition CFL s’e´crit dans ce cas :
∆t < min j
(
dzj
|uj |+ |cj |
)
.
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Remarque Nous aurions pu tout aussi bien e´crire les e´quations d’Euler 1D et les
re´soudre selon la me´thode VFFC. Ne´anmoins, dans le cadre du proble`me pose´, qui
suppose la re´solution d’e´quations 2D dans le gaz et 1D dans le liquide, nous pre´fe´rons
pour simpliﬁer la programmation nous baser sur un unique sche´ma, quitte a` de´terminer
des termes inutiles dans le cas 1D. A titre informatif, si l’on souhaite pour des questions
d’eﬃcacite´ informatique e´crire les e´quations 1D dans le liquide, elles sont les suivantes :
∂ρ
∂t
+
∂ρu
∂x
= 0 (1.42)
∂ρu
∂t
+
∂ρu2
∂x
+
∂p
∂x
= 0. (1.43)
Nous notons alors :
v =
(
ρ
ρu
)
et F (v) =
(
ρu
ρu2 + p
)
.
Concernant les matrices et valeurs propres, le calcul donne les expressions suivantes,
ou` nous omettons la variable correspondant a` la normale car il n’y a qu’une direction
d’espace :
µ1(v) = u− c et µ2(v) = u+ c,
J(v) =
(
0 1
c2 − u2 2 u
)
, R(v) =
(
1 1
u− c u+ c
)
et L(v) =
(
c+u
2 c
−1
2 c
c−u
2 c
1
2 c .
)
.
Ces expressions permettent d’utiliser la the´orie VFFC pre´sente´e dans la section 1.3.1,
puis les formules (3.16) et (1.41) avec cette fois des vecteurs a` deux composantes.
Avec interface
Le proble`me pose´ est celui d’une colonne - repre´sente´e horizontalement dans les
sche´mas qui suivront mais correspondant bien a` une tranche de liquide verticale dans
le cadre de notre proble`me - contenant une espe`ce 1 a` gauche et une espe`ce 2 a` droite,
chacune d’entre elles respectant les e´quations d’Euler 1D isentropiques. Nous souhai-
tons connaˆıtre l’e´volution de ce syste`me et notamment l’e´volution de la position de
l’interface au cours du temps, l’hypothe`se e´tant faite qu’aucun me´lange ne se cre´e
entre les deux espe`ces. Le traitement de la diﬃculte´ concernant l’interface est pre´sente´
ci-dessous. Nous disposons a` l’ite´ration n :
• d’une valeur du vecteur v note´e vnj dans chaque cellule j ne contenant pas l’in-
terface (cellules pures),
• de la position de l’interface, et de l’indice j0 de la cellule qui la contient,
• de deux valeurs vn1 et vn2 du vecteur v de part et d’autre de l’interface.
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Les diﬀe´rentes e´tapes pour passer de l’ite´ration n a` l’ite´ration n+1 sont pre´sente´es ci-
dessous. Il est important de noter que le maillage utilise´ reste ﬁxe, bien que la position
de l’interface entre espe`ces soit variable et ne co¨ıncide pas a priori avec un nœud de
ce maillage. La me´thode a pour ide´e ge´ne´rale de traiter chaque espe`ce par un sche´ma
eule´rien, et l’interface par un sche´ma lagrangien. Elle se de´cline ainsi :
• on calcule les ﬂux Fj+ 1
2
et Fj− 1
2
aux faces selon la me´thode VFFC de meˆme que
dans la sous-section 1.3.3, a` l’exception des faces de la cellule j0, et on de´termine
les valeurs vn+1j pour j /∈ {j0 − 1 , j0 , j0 + 1} graˆce a` la formule (1.41).
• On isole la cellule j0 ainsi que les deux cellules adjacentes, cet ensemble e´tant
appele´ condensat.
• On calcule deux valeurs vnl et vnr du vecteur v dans ce condensat, de part et
d’autre de l’interface, graˆce a` une moyenne arithme´tique ponde´re´e par les volumes
occupe´s. Plus pre´cise´ment, si l’interface se situe a` une distance dzint de la face
j0 − 12 a` l’ite´ration n, alors on note :
dz
n
l = dzjo−1 + dzint, dzr = dzjo + dzjo+1 − dzint,
et l’on on a :
vnl =
dzjo−1 v
n
j0−1
+ dzint v
n
1
dz
n
l
vnr =
dzjo+1 v
n
j0+1
+ (dzj0 − dzint) vn2
dz
n
r
.
• On calcule pint et uint, les pression et vitesse a` l’interface, d’apre`s ([12], p.44) :
on de´duit du vecteur vnl les parame`tres physiques ρl, cl et pl correspondant
respectivement a` la masse volumique, la vitesse du son et la pression dans la
partie gauche du condensat. De meˆme, on de´duit du vecteur vnr les variables ρr,
cr et pr. On calcule alors une pression et une vitesse d’interface selon les formules
suivantes :
pint =
ρrcrpl + ρlclpr
ρlcl + ρrcr
+ ρlclρrcr
ul − ur
ρlcl + ρrcr
uint =
ρrcrul + ρlclur
ρlcl + ρrcr
+ ρlclρrcr
pl − pr
ρlcl + ρrcr
24
• L’e´tape suivante consiste a` calculer un ﬂux lagrangien en fonction de ces pa-
rame`tres. En eﬀet nous allons dans la suite de´placer l’interface a` la meˆme vitesse
que ﬂuide, par conse´quent il ne faut pas prendre en compte les ﬂux convectifs.
Le ﬂux d’interface se re´sume donc a` :
Fint =
(
0, pint
)
.
• On ope`re le mouvement de l’interface selon la vitesse uint pre´ce´demment calcule´e.
On note dz
n+1
l = dz
n
l +∆t uint et dz
n+1
r = dz
n
r −∆t uint.
Remarque Si la condition CFL est respecte´e, la vitesse du ﬂuide multiplie´e
par le pas de temps ne peut exce´der la taille d’une cellule (cf. sous-section 1.3.2),
de sorte que l’interface ne peut pas sortir du condensat lors de cette e´tape.
• Le ﬂux d’interface permet d’actualiser naturellement les vecteurs vl et vr. En
notant vn+1l et v
n+1
r les valeurs respectives de vl et vr a` l’instant t + ∆t, et en
reprenant l’e´quation (1.41), on obtient les formules :
dz
n+1
l v
n+1
l = dz
n
l v
n
l −∆t
(
Fj0− 32
− Fint
)
,
dz
n+1
r v
n+1
r = dz
n
r v
n
r −∆t
(
Fint − Fj0+ 32
)
.
• Il faut maintenant projeter les valeurs vn+1l et vn+1r ainsi obtenues sur le maillage
initial. Plusieurs cas sont possibles :
– Si l’interface reste dans la meˆme cellule j0, on aﬀecte a` la cellule j0 − 1 le
vecteur vn+1l et a` la cellule j0+1 le vecteur v
n+1
r . La position de l’interface au
sein de la cellule j0 est garde´e en me´moire, ainsi que les vecteurs v
n+1
l et v
n+1
r
au sein de la cellule mixte, car on aura pour la prochaine ite´ration vn+11 = v
n+1
l
et vn+12 = v
n+1
r .
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– Si l’interface a traverse´ un nœud se´parant deux cellules - supposons qu’il
s’agisse du nœud j0 +
1
2 , l’autre cas s’ope´rant de la meˆme fac¸on -, on af-
fecte le vecteur vn+1l aux cellules j0 et j0 − 1. La cellule j0 devient une cellule
pure, tandis que la cellule j0 + 1 devient une cellule mixte. Les vecteurs v
n+1
l
et vn+1r sont garde´s en me´moire au sein de la cellule mixte, car on aura pour
la prochaine ite´ration vn+11 = v
n+1
l et v
n+1
2 = v
n+1
r .
Interface et maillage mobile
Nous avons vu que la prise en compte d’un maillage mobile revenait a` modiﬁer
l’expression des ﬂux et la discre´tisation temporelle. Les formules de re´actualisation des
variables conservatives s’e´crivent cette fois : :
dz
n+1
l v
n+1
l = dz
n
l v
n
l −∆t
(
F ∗
j0−
3
2
− Fint
)
dz
n+1
r v
n+1
r = dz
n
r v
n
r −∆t
(
Fint − F ∗j0+ 32
)
.
Dans ces expressions l’exposant ∗ de´signe la modiﬁcation du ﬂux pour prise en compte
du mouvement du maillage, comme vu dans la sous-section 1.3.2. Les valeurs de dz
n+1
l
et dz
n+1
r sont calcule´es en prenant en compte a` la fois le mouvement des interfaces
et celui des extre´mite´s du condensat. Nous notons que les ﬂux aux extre´mite´s du
condensat prennent en compte le mouvement du maillage, mais que le ﬂux a` l’interface
reste inchange´. En eﬀet le mouvement de l’interface de´pend de la physique et non de
la vitesse de maillage.
La condition CFL e´tant e´crite en prenant en compte le mouvement des mailles (cf.
sous-section 1.3.2), elle interdit toujours l’interface de sortir du condensat au cours
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d’une ite´ration, et l’e´tape de projection s’eﬀectue de la meˆme fac¸on que pour le cas
des mailles ﬁxes.
1.4 Me´thode mise au point
1.4.1 Pre´sentation ge´ne´rale
L’ide´e ge´ne´rale a e´te´ e´voque´e dans la partie 1.2, elle consiste a` re´soudre les e´coulements
du gaz graˆce a` un mode`le Euler 2D sur maillage mobile, les e´coulements dans chaque
tranche de liquide - inde´pendamment les une des autres - graˆce a` un mode`le Euler 1D
sur maillage mobile, et les interfaces horizontales entre liquide et gaz graˆce au mode`le
d’interface pre´sente´ dans la sous-section 1.3.3. Plus pre´cise´ment, les diﬀe´rentes e´tapes
sont les suivantes :
A. Actualisation du maillage, pour qu’il respecte les crite`res de position suivants :
selon la verticale, l’interface la plus haute et l’interface la plus basse se´parent le
domaine en trois sous domaines. Dans chacun de ces sous domaines, le nombre
de cellules est ﬁxe et la taille des cellules est uniforme.
B. Calcul de la vitesse de maillage λ dans chaque cellule graˆce aux formules (1.34)
et (1.35).
C. Calcul des vecteurs de variables conservatives et de ﬂux au sein de chaque cellule
graˆce a` l’e´quation (1.18), la loi d’e´tat e´tant diﬀe´rente selon qu’il s’agisse d’une
cellule de liquide ou de gaz.
D. Calcul des ﬂux aux faces des cellules. Plusieurs sous-cas se pre´sentent, re´capitule´s
sur la ﬁgure suivante :
D.1. Si la face est entie`rement entoure´e de gaz ou entie`rement entoure´e de liquide,
le ﬂux de face est calcule´ selon les formules (1.23) et (1.24). S’il s’agit d’une
face verticale se´parant deux cellules de liquide, le ﬂux ne sera pas utilise´.
Naturellement, on emploiera les lois d’e´tat du gaz ou du liquide selon qu’il
s’agisse d’une face se´parant deux cellules de gaz ou deux cellules de liquide.
D.2. Si la face est une interface verticale se´parant une cellule entie`rement liquide
et une cellule entie`rement gazeuse, le ﬂux de face est pris e´gal au ﬂux de
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condition de mur de´ﬁni dans la sous-section 1.3.2. Les proprie´te´s physiques
conside´re´es sont celles de la cellule de gaz. En eﬀet ce ﬂux servira a` actualiser
la cellule de gaz et ne sera pas pris en compte dans la cellule de liquide.
D.3. S’il s’agit d’une face verticale se´parant une cellule mixte et une cellule de
gaz, deux ﬂux Fl et Fr sont de´termine´s. On utilisera le ﬂux Fv pour actualiser
la cellule de droite et le ﬂux Fr pour actualiser la cellule de gauche. Ces ﬂux
se calculent de la fac¸on suivante :
D.3.a. Un ﬂux F1 est calcule´ selon les formules (1.23) et (1.24), comme si la
partie gazeuse de la cellule mixte remplissait toute sa cellule.
D.3.b. Un ﬂux F2 est calcule´ e´gal au ﬂux de condition de mur de´ﬁni dans
la sous-section 1.3.2. Les proprie´te´s physiques conside´re´es sont celles de la
cellule entie`rement gazeuse.
D.3.c. Supposons que la cellule mixte est la cellule de gauche, l’autre cas se
traitant en intervertissant les expressions. Conside´rons l’exemple ge´ne´rique
repre´sente´ sur la ﬁgure suivante et e´crivons :
Fl = F1
Fr =
d1 F1 + d2 F2
d1 + d2
.
Le ﬂux Fl sera utilise´ pour actualiser la partie gazeuse de la cellule mixte
de gauche, tandis que le ﬂux Fr sera utilise´ pour actualiser la cellule pure
de droite.
D.4. S’il s’agit d’une face verticale se´parant une cellule mixte et une cellule de
liquide, le ﬂux de face est pris e´gal au ﬂux de condition de mur de´ﬁni dans la
sous-section 1.3.2. Les proprie´te´s physiques conside´re´es sont celles de la partie
gazeuse de la cellule mixte. En eﬀet ce ﬂux servira a` actualiser la partie gazeuse
de la cellule mixte et ne sera pas pris en compte dans la cellule de liquide.
D.5. S’il s’agit d’une face horizontale d’une cellule mixte, ou s’il s’agit d’une face
verticale se´parant deux cellules mixtes, le calcul des ﬂux n’importe pas. Ce cas
sera traite´ spe´ciﬁquement au point G.
D.6. S’il s’agit d’une face verticale se´parant deux cellules mixtes, deux ﬂux Fl et
Fr sont de´termine´s. De meˆme que dans le cas D.3, on utilisera le ﬂux Fv pour
actualiser la cellule de gauche et le ﬂux Fr pour actualiser la cellule de droite.
Ces ﬂux se calculent de la fac¸on suivante :
D.6.a. Un ﬂux F1 est calcule´ selon les formules (1.23) et (1.24), comme si les
parties gazeuses des cellules mixtes remplissaient entie`rement leurs cellules
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respectives.
D.6.b. Un ﬂux F2 est calcule´ e´gal au ﬂux de condition de mur de´ﬁni dans
la sous-section 1.3.2. Les proprie´te´s physiques conside´re´es sont celles de la
partie gazeuse de la cellule mixte qui contient le plus grand volume de gaz.
D.6.c. Supposons que la cellule mixte qui contient le plus grand volume de
gaz soit celle de droite, l’autre cas se traitant en intervertissant les expres-
sions. Conside´rons l’exemple ge´ne´rique repre´sente´ sur la ﬁgure suivante et
e´crivons :
Fl = F1
Fl =
d1 F1 + d2 F2
d1 + d2
.
Le ﬂux Fl sera utilise´ pour actualiser la partie gazeuse de la cellule mixte
de gauche, tandis que le ﬂux Fr sera utilise´ pour actualiser la partie gazeuse
de la cellule mixte de droite.
D.7. S’il s’agit d’une face de bord, le ﬂux est pris e´gal au ﬂux de condition de
mur de´ﬁni dans la sous-section 1.3.2.
E. Actualisation des vecteurs v de toutes les cellules de gaz, graˆce a` la formule
(3.16), a` l’exception des cellules mixtes et des cellules infe´rieures et supe´rieures
aux cellules mixtes. Les ﬂux utiles pour cette phase ont tous e´te´ traite´s au point
D.
F. Actualisation des vecteurs v de toutes les cellules de liquide, graˆce a` la formule
(1.41), a` l’exception des cellules mixtes et des cellules infe´rieures et supe´rieures
aux cellules mixtes. Les ﬂux utiles pour cette phase ont tous e´te´ traite´s au point
D.
G. Gestion des condensats, base´e sur les sous-sections 1.3.3 et 1.3.3. On rappelle
que les condensats sont constitue´s d’une cellule mixte, c’est a` dire contenant une
interface entre gaz et liquide, ainsi que des cellules imme´diatement infe´rieure et
supe´rieure a` cette cellule mixte. La ﬁgure suivante repre´sente l’exempel ge´ne´rique
d’un condensat entoure´ de ses cellules voisines, et auquel on a aﬀecte´ quatre
vecteurs de variables conservatives nomme´s de v1 a` v4. Les ﬂux utiles dans la
suite ont e´te´ repre´sente´s et nomme´s de F1 a` F6. Ils ont tous e´te´ traite´s au point
D. Les ﬂux F2 et F5 ont la particularite´ de n’eˆtre pas propres qu’a` leur face mais
e´galement a` la cellule qu’ils actualisent. Dans notre exemple il s’agit de la cellule
situe´e dans la colonne centrale. Ces ﬂux F2 et F5 correspondent respectivement
aux cas D.3 et D.6. L’actualisation des variables conservatives se fait en deux
temps :
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G.1. Apport des ﬂux horizontaux pour transformer les variables a` l’ite´ration
courante n en variables a` l’ite´ration interme´diaire note´e n + 12 . Ainsi, pour
l’exemple repre´sente´ sur la ﬁgure nous e´crivons :
v
n+ 1
2
1 = v
n
1
v
n+ 1
2
2 = v
n
2
v
n+ 1
2
3 = v
n
3 +
∆t
dx
(F1 − F5)
v
n+ 1
2
4 = v
n
4 +
∆t
dx
(F2 − F6).
G.2. A` partir des valeurs actualise´es a` l’ite´ration n + 12 des variables conser-
vatives, nous appliquons la the´orie de gestion d’interface pre´sente´e dans les
sous-sections 1.3.3 et 1.3.3. Il va de soi que les vecteurs v2 et v3 caracte´risent
respectivement les parties liquide et gazeuse du condensat, tandis que les vec-
teurs v1 et v4 caracte´risent les deux cellules adjacentes a` la cellule mixte qui
permettent de former le condensat. Les ﬂux F3 et F4 sont naturellement utilise´s
comme ﬂux extre´male du condensat. Ainsi les e´tapes de formation du conden-
sat, de´placement de l’interface, actualisation des variables conservatives, trai-
tement du mouvement des mailles et projection sont toutes exe´cute´es comme
pre´sente´ dans les sous-sections 1.3.3 et 1.3.3. La seule diﬀe´rence consiste a`
remplacer les valeurs a` l’ite´ration n du cas 1D pre´sente´ dans ces sous-sections
par les valeurs a` l’ite´ration n + 12 que nous venons de calculer dans notre cas
2D.
H. Il reste a` prendre en compte la gravite´, en retranchant aux vitesses verticales
de chaque cellule - y compris les cellules mixtes - l’amplitude de la gravite´ g mul-
tiplie´e par le pas de temps ∆t. Les vecteurs V n+1 sont modiﬁe´s en conse´quence.
I. Retour a` A...
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Remarque 1. Ce sche´ma conserve la masse. Nous avons note´ cependant que dans
certains cas les ﬂux ne sont pas propres a` leurs faces mais de´pendent de la cellule
adjacente conside´re´e, de sorte que le ﬂux entrant dans une cellule n’est pas le meˆme
que celui sortant de la cellule voisine. Mais dans ces cas les diﬀe´rences entre ﬂux
n’aﬀectent que les variables du vecteur v correspondant a` l’e´nergie cine´tique, jamais
celle correspondant a` la masse. Nous notons en conse´quence que l’e´nergie cine´tique,
elle, n’est pas conserve´e.
Remarque 2. Lorsqu’une face de cellule constitue l’interface entre liquide et gaz,
comme cela doit toujours eˆtre le cas pour au moins deux tranches de liquide car le
maillage suit les deux interfaces extre´male, nous conside´rons que nous sommes en
pre´sence d’une cellule mixte que nous situons arbitrairement sous l’interface. Ainsi,
selon les cas, cette cellule mixte contient une quantite´ nulle de gaz ou de liquide, ce
qui n’invalide aucune des e´tapes pre´sente´es ci-dessus.
Remarque 3. Il a e´te´ constate´ certaines instabilite´s nume´riques engendre´es par cette
me´thode, se caracte´risant notamment par un passage des masses volumiques a` des
valeurs ne´gatives a` proximite´ des coins du bloc de liquide. En dehors du fait qu’une
masse volumique ne´gative constitue un phe´nome`ne non physique, elle me`ne a` l’arreˆt
du calcul si la loi d’e´tat utilise´e ne permet pas d’en de´duire une pression. La solution
utilise´e consiste a` de´tecter chaque cellule dans laquelle ce phe´nome`ne intervient et a`
remplacer les masses volumiques de cette cellule et des huit cellules adjacentes par
une moyenne des masses volumiques de ces neuf cellules, ponde´re´e par les volumes des
cellules. Ainsi nous assurons toujours la conservation de la masse et nous re´glons le
proble`me par quelques ope´rations de ce type dans la quasi-totalite´ des cas.
1.4.2 Re´sultats nume´riques
Formalisme
Nous notons p0 la pression initiale, suppose´e uniforme. Nous en de´duisons, a` partir
des lois d’e´tat du gaz et du liquide, une densite´ initiale ρg0 dans le gaz et ρ
l
0 dans le
liquide. La vitesse initiale verticale du bloc de liquide est note´e u0. Aﬁn de ne pas
perturber les re´sultats par l’apparition d’e´ventuelles ondes de choc, la vitesse initiale
est prise continue. Plus pre´cise´ment, elle vaut uniforme´ment u0 entre les extre´mite´s
haute et basse du bloc de liquide, 0 aux frontie`res hautes et basses du domaine, et est
comple´te´e de manie`re aﬃne dans les parties restantes. L’amplitude de la gravite´ est
note´e g. Par ailleurs, les longueurs L0, z0, H0 et l0 sont telles que repre´sente´es sur la
ﬁgure suivante a` l’instant initial. Les parame`tres z0 et L0 sont variables en temps, et
sont note´s respectivement z et L en dehors de l’instant initial.
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Lois d’e´tat
Le gaz est conside´re´ comme un gaz parfait de constante γg. Plus pre´cise´ment, notant
respectivement p et ρ les pression et masses volumique courantes, nous avons :
p
p0
=
(
ρ
ρ0
)γg
. (1.44)
Le liquide suit une loi stiﬀened gas de constantes γl et χl, a` savoir :
p
p0
= 1 +
(
ρ
ρ0
)γl − 1
γl χl
. (1.45)
Les valeurs nume´riques conside´re´es sont les suivantes :
γg = 1.4, γl =
1
22500
, et χl = 7.
Mode`le de Bagnold
Le mode`le de Bagnold est un mode`le analytique simpliﬁe´ pour traiter le cas sans
fuite, c’est a` dire pour lequel h0 = l0. Il conside`re que la pression est uniforme dans
chacune des deux poches de gaz, et que le liquide est incompressible. Sa version origi-
nale, pre´sente´e dans [5], est le´ge`rement comple´te´e ici pour prendre en compte le terme
de gravite´.
Nous appelons respectivement ρhaut et ρbas les masses volumiques des poches de gaz
haute et basse. La conservation de la masse dans chaque poche de gaz s’e´crit alors :
ρhaut (H0 − L− z) = ρg0 (H0 − L0 − z0). (1.46)
ρbas z = ρ
g
0 z0, (1.47)
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et la loi de Newton applique´e au bloc de liquide s’e´crit :
ρl0 L0 z¨ = −ρl0 L0 g + p0
((
ρbas
ρg0
)γg
−
(
ρhaut
ρg0
)γg)
, (1.48)
ou encore, en utilisant les deux re´sultats pre´ce´dents :
ρl0 L0 z¨ = −ρl0 L0 g + p0
((
z0
z
)γg
−
(
H0 − L0 − z0
H0 − L− z
)γg)
, (1.49)
les conditions initiales s’e´crivant :
z(0) = z0 et z˙(0) = −u0.
Notons maintenant :
a = z0H0−L0−z0 , Sb =
ρ0
l
L0 u20
p0 z0
, Sg =
ρ0
l
L0 g
p0
, τ =
√
ρl0 L0 z0
p0
,
et ξ fonction du temps t telle que z(t) = z0 ξ
(
t
τ
)
.
Nous pouvons re´e´crire l’e´quation (1.49) sous forme adimensionne´e :
ξ¨ = −Sg +
(
1
ξ
)γg
−
(
1
1 + a (1− ξ)
)γg
, (1.50)
avec pour conditions initiales ξ(0) = 1 et ξ˙(0) = −S
1
2
b . Notant respectivement phaut et
pbas les pressions de gaz dans les poches haute et basse, il est clair que leurs e´quivalents
adimensionne´s se de´duisent de la re´solution de ξ :
phaut
p0
=
(
1
1 + a (1− ξ)
)γg
, (1.51)
pbas
p0
=
(
1
ξ
)γg
. (1.52)
Il est inte´ressant de noter que la re´solution du proble`me adimensionne´ ne de´pend que
de la constante des gaz parfaits γg et des nombres a, Sb et Sg. En particulier les nombres
Sg et Sb nous serviront de re´fe´rence pour de´signer les importances respectives de la
gravite´ et de la vitesse initiale dans l’impact du bloc de liquide. Nous introduisons
e´galement le nombre de Froude :
Fr =
u0√
g z0
et le nombre d’impact global :
S =
1
2
Sb + Sg,
de sorte que nous avons :
Sb =
2 F 2r
2 + F 2r
S, (1.53)
Sg =
2
2 + F 2r
S. (1.54)
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L’e´tude analytique de l’e´quation (1.50), eﬀectue´e dans [23], ainsi que les expressions
(1.51) et (1.52), me`nent a` la formule suivante reliant le nombre d’impact S et le ratio
p∗ de la pression maximale de gaz dans la poche du bas sur la pression initiale de gaz :
S =
p∗
γg−1
+ 1− γg (p∗)
1
γg
γg−1
(p∗)
1
γg − 2
2+Fr2
. (1.55)
Cette expression permet de tracer la courbe p∗(S). Il est inte´ressant de noter que cette
courbe ne de´pend que de la constante des gaz parfaits γg, du nombre de Froude Fr et
du nombre d’impact S. Par ailleurs le cas pre´sente´ ici, monodimensionnel, peut eˆtre
entie`rement re´solu a` partir de la section 1.3.3, ce qui permet la comparaison des deux
mode`les.
Comparaison des mode`les
Envisageons donc le cas pour lequel la largeur du bloc de liquide vaut la largeur du
domaine, pour comparer le mode`le de Bagnold au mode`le Flux de Pan de la section
1.3.3. Comme nous l’avons vu, en vertu de l’e´quation (1.50), le mode`le de Bagnold
adimensionne´ est entie`rement parame´tre´ par la donne´e des nombres Sb, Sg, a et de la
constante des gaz parfaits γg. Graˆce aux formules (1.53) et (1.54), la donne´e de Sb et
Sg peut eˆtre remplace´e par celle des nombres de Froude Fr et d’impact S. En ce qui
concerne le mode`le Flux de Pan, nous ﬁxons arbitrairement :
z0 = l0 = L0 = h0 = 1.
La valeur 1 conside´re´e ici n’a pas d’importance, car elle ﬁxe l’unite´ de longueur. Seule
l’e´galite´ entre ces quatre parame`tres compte. Par ailleurs nous prenons p0 = 1, pour
assimiler la pression a` son e´quivalent adimensionne´ du mode`le de Bagnold. Les masses
volumiques initiales sont celles des phases liquides et gazeuses de l’eau dans les condi-
tions standards de tempe´rature et de pression, a` savoir :
ρl0 = 1000 et ρ
g
0 = 1.2.
Nous notons ici que seul le ratio de ces deux valeurs a de l’importance, car ce sont les
seules donne´es contenant une unite´ de masse. Les donne´es u0 et g sont directement
issues des nombres de Froude et d’impact graˆce aux formules (1.53) et (1.54). La valeur
de H0 de´pend directement de a. Sous ces hypothe`ses, les lois d’e´tat e´tant ﬁxe´es par
ailleurs (cf. sous-section 1.4.2), les deux mode`les sont re´gis par l’ensemble des trois
nombres Fr, S et a. Nous ﬁxerons dans la suite a = 1 pour nous inte´resser plus
spe´ciﬁquement au nombre de Froude et au nombre d’impact.
Evolution temporelle. Conside´rons ici un nombre de Froude inﬁni, qui correspond
a` une absence de gravite´, et comparons l’e´volution de la pression dans la poche de gaz
du dessous pour nos deux mode`les, a` savoir celui de Bagnold et Flux de Pan. En ce
qui concerne le mode`le Flux de Pan, pour lequel la pression n’est pas uniforme au sein
d’une poche de gaz, nous conside´rons la pression maximale sur la range´e de cellules
adjacente au mur du bas. Voici l’e´volution temporelle de pression adimensionne´e pour
ces deux mode`les avec un nombre d’impact pris e´gal a` 1 :
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Cette excellente concordance prouve la validite´ du mode`le de Bagnold pour les
faibles nombres d’impact. En revanche, lorsque le nombre d’impact augmente, nous
constatons l’apparition de diﬀe´rences plus importantes, par exemple ci-dessous pour
S = 10 :
Pour des nombres d’impact encore plus importants, par exemple S = 40 ci-dessous,
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les courbes sont tre`s diﬀe´rentes, avec en particulier une pression maximale beaucoup
plus faible pour le mode`le Flux de Pan :
Cela s’explique par le fait que le mode`le de Bagnold ne prend pas en compte la
compressibilite´ du liquide, qui joue un roˆle important lors d’un violent impact. En
eﬀet, dans ces conditions, tout se passe comme si le liquide e´tait projete´ contre le mur
en l’absence de gaz, de sorte que le choc est absorbe´ par la compression du liquide et
non plus par celle du gaz. Le mode`le de Bagnold ne peut pas capturer ce phe´nome`ne
et donne un re´sultat errone´.
Evolution de la surpression maximale en fonction de S. Nous allons main-
tenant comparer les deux mode`les sur des courbes en unite´s logarithmiques donnant
l’e´volution de la surpression maximale en fonction du nombre d’impact. Nous rappelons
que p∗ de´signe la valeur maximale du ratio de la pression sur la pression initiale. Nous
rappelons e´galement qu’un nombre de Froude nul signiﬁe une chute du bloc de liquide
sans vitesse initiale mais sous l’eﬀet de la gravite´, tandis qu’un nombre de Froude inﬁni
signiﬁe une vitesse initiale en l’absence de gravite´. Comme attendu au vu des re´sultats
pre´ce´dents montrant l’e´volution temporelle de la pression, le mode`le de Bagnold donne
les bonnes valeurs de surpression maximale pour les faibles nombres d’impacts, mais
donne des surpressions trop e´leve´es pour les nombres d’impact importants :
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Cas avec fuite
E´tude quantitative pour les cas avec fuite. Les cas ou` la largeur du domaine est
supe´rieure a` la largeur du bloc de liquide (i.e. h0 > l0) sont bidimensionnels, et nous
pouvons nous attendre a` un comportement he´te´roge`ne des tranches de liquide menant
a` une de´formation du bloc. Nous nous proposons dans ce paragraphe d’e´tudier sur un
cas standard cette de´formation. Nous conside´rons le meˆme cas que pre´ce´demment (cf.
sous-section 3.4.2), pour S = 10 avec un nombre de Froude inﬁni (i.e. sans gravite´), a`
la diﬀe´rence pre`s que nous imposons cette fois h0 = 1.01 l0. La fuite est choisie suﬃ-
samment faible pour maintenir des rebonds du bloc de liquide et e´tudier la de´formation
qu’ils induisent. Par ailleurs il est clair que dans ce cas a` deux dimensions, le nombre de
tranches de liquide choisi inﬂue sur le re´sultat. La ﬁgure ci-dessous montre l’e´volution
temporelle des altitudes hautes et basses des tranches de liquide centrales (i.e. celles
qui sont le plus proches du milieu du domaine. Il peut y en avoir une ou deux selon
que le nombre de tranches est pair ou impair) et late´rales (i.e. celles qui sont le plus
proches des bords gauche et droit du bloc de liquide. La syme´trie du proble`me nous
permet de ne conside´rer qu’un des deux coˆte´s). Nous avons choisi ici de de´couper le
bloc de liquide en 20 tranches.
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Nous remarquons que le bloc de liquide se de´forme peu dans la premie`re phase de
descente, mais que par la suite il en va tout autrement. Dans cette premie`re phase de
descente, il est toutefois inte´ressant de signaler - ce que nous ne distinguons pas sur
la ﬁgure - que ce sont les tranches late´rales qui tombent le plus vite. Nous souhaitons
maintenant connaˆıtre l’inﬂuence de cette de´formation du bloc de liquide sur l’e´volution
de la pression dans la poche de gaz infe´rieure. Pour cela, nous avons re´alise´ ce meˆme cas
physique en conside´rant cette fois une simulation avec 20 tranches de liquide (comme
pre´ce´demment) et une autre avec une seule tranche de liquide, ce dernier cas interdisant
naturellement toute de´formation du bloc. Les re´sultats concernant le proﬁl de pression
sont les suivants :
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Nous remarquons deux phe´nome`nes : tout d’abord, la tre`s le´ge`re de´formation du
bloc de liquide dans la premie`re phase de descente, que nous e´voquions pre´ce´demment,
induit une baisse de la pression maximale au premier impact. Par la suite, les de´formations
plus importantes atte´nuent fortement l’inﬂuence des autres impacts sur la pression.
E´tude qualitative pour les cas avec fuite. Nous proposons ici un dernier cas
ayant pour seul but de pre´senter visuellement le phe´nome`ne de rebond d’un bloc de
liquide. Un grand nombre de tranches (100) a e´te´ conside´re´, et notre cas standard a
e´te´ re´alise´, pour un nombre d’impact e´gal a` 10 et une largeur de fuite prise telle que
h0 = 1.01 l0. Les deux premie`res e´tapes pre´sente´es ci-dessous concernent (dans l’ordre
chronologique) la phase de descente, pour laquelle, nous l’avons vu, la de´formation du
bloc de liquide est tre`s faible :
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Les deux e´tapes suivantes (toujours dans l’ordre chronologique) sont poste´rieures
au rebond. Nous pouvons voir que le bloc de liquide s’incurve de fac¸on signiﬁcative :
1.5 Conclusion et perspectives
Cette partie avait pour contexte la simulation eﬃcace de la chute d’un bloc d’eau
entoure´ de gaz, phe´nome`ne qui inte´resse en particulier les transporteurs de me´thane
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liquide. Deux familles de mode`les existent pour traiter ce proble`me.
• D’une part, ceux permettant une simulation nume´rique comple`te et directe de la
physique en jeu, se caracte´risant par une grande pre´cision et la ne´cessite´ d’impor-
tants moyens nume´riques. Le mode`le biﬂuide a` quatre e´quations pre´sente´ dans
la sous-section 2.10.3 n’est pas un mode`le pertinent pour traiter ce proble`me, car
il conside`re une fraction volumique de gaz en tout point du domaine, tandis que
nous souhaitons obtenir une interface nette se´parant le gaz du liquide. Le moyen
d’obtenir a` la fois une simulation nume´rique comple`te et la se´paration des zones
entie`rement gazeuse et entie`rement liquide a e´te´ mis en place dans [12].
• D’autre part, les mode`les visant l’optimisation des moyens nume´riques ne´cessaires
et la limitation des phe´nome`nes physiques a` conside´rer, dans le double objectif
de gagner en temps de calcul et de comprendre mieux ces derniers phe´nome`nes.
Ce type de mode`le est notamment introduit dans [10].
Notre travail s’inscrit dans la deuxie`me famille de mode`les, tout en visant a` se
rapprocher de la premie`re. Nous nous sommes en eﬀet inspire´s des travaux pre´sente´s
dans [10] et [12] pour cre´er un mode`le eﬃcace qui prenne en compte - ce qui n’e´tait pas
le cas dans la famille des mode`les simples - la de´formation du bloc d’eau. Des diﬃculte´s
nume´riques ont duˆ eˆtre traite´es, en particulier du fait de la ne´cessaire mise en place
d’un mouvement de maillage pour repre´senter correctement la zone situe´e en dessous
du bloc de liquide, amene´e a` eˆtre fortement compresse´e lors des violents impacts. Le
couplage de la gestion ge´ne´ralise´e des interfaces gaz - liquide, pre´sente´e dans [12], et
de la prise en compte d’un maillage mobile, propose´e dans [10], est une nouveaute´.
Ce mode`le a pu eˆtre utilise´ avec succe`s pour cre´er des courbes donnant la surpression
maximale a` la paroi infe´rieure en fonction de la violence de l’impact. Ces courbes,
publie´es dans [4], ont pour ﬁnalite´ la de´duction des surpressions re´elles a` partir des
surpressions mesure´es sur mode`le re´duit, par l’interme´diaire du Froude scaling. On
remarque que la grande quantite´ de simulations ne´cessaires pour l’obtention de telles
courbes rend impossible l’utilisation de mode`les ﬁns et complets, tels celui pre´sente´
dans [12], pour cette application.
Finalement, nous nous sommes inte´resse´s a` l’e´tude qualitative de la de´formation du
bloc d’eau lors de sa chute, avec un re´sultat d’inte´reˆt : en tombant, le bloc d’eau se
de´forme de fac¸on a` emprisonner le gaz plutoˆt qu’a` le faire e´chapper. Nous ne pouvons
pas prolonger la simulation au dela` de l’impact du liquide sur la paroi, le mode`le actuel
ne permettant pas de le conside´rer. Toutefois, en cas de chute suﬃsamment violente, le
liquide rebondit, c’est a` dire qu’il remonte sans avoir touche´ la paroi. Nous constatons
dans ce cas que lorsque la de´formation du bloc de liquide est prise en compte - et donc
qu’une poche de gaz est emprisonne´e -, la surpression maximale est moins importante.
Pour de´passer cette approche qualitative et quantiﬁer ﬁnement ces phe´nome`nes, il sera
inte´ressant d’ajouter a` ce mode`le une prise en compte des phe´nome`nes re´sultant d’un
impact direct entre le liquide et la paroi.
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Chapitre 2
AMR
2.1 Introduction
De fac¸on ge´ne´rale, en simulation nume´rique, le re´sultat obtenu est d’autant plus
pre´cis que la description ge´ome´trique du domaine est ﬁne, mais le temps de calcul
et la me´moire utilise´e croissent - souvent de fac¸on line´aire - avec le nombre de cel-
lules repre´sentant la ge´ome´trie. Il y a donc un compromis a` trouver entre eﬃcacite´ et
pre´cision. Cependant il est possible, a` moyens nume´riques donne´s, de concentrer les
eﬀorts a` proximite´ des zones les plus sensibles a` la ﬁnesse de repre´sentation, en y aug-
mentant la densite´ du maillage. La diﬃculte´ en ge´ne´ral rencontre´e a` ce stade concerne
la pre´diction des zones d’inte´reˆt particulier ou` un raﬃnement local sera rentable, e´tant
donne´ que ces zones sont naturellement amene´es a` e´voluer en fonction de la solution
du syste`me physique. Une re´ponse possible est la mise en œuvre d’un raﬃnement lo-
calise´ aux endroits ou` la solution est abrupte, de fac¸on a` calculer plus correctement
les brusques variations spatiales que l’on rencontre par exemple dans le cas d’une onde
de choc. Nous ne nous inte´ressons ici qu’aux proble`mes en une dimension d’espace,
et nous verrons que le nombre de quantite´s re´solues a peu d’importance et s’adapte
bien a` toutes les me´thodes que nous envisagerons. Nous nous basons sur la me´thode
VFFC (cf. sous-section 1.3.1), que nous adapterons aux mode`les non conservatifs et
aux maillages mobiles par des moyens que nous de´crirons en de´tails. L’application vise´e
est, a` terme, l’utilisation d’un sche´ma AMR non conservatif robuste et ﬁable pour la
simulation des syste`mes diphasiques a` trois espe`ces, et ce pour e´tudier notamment
la propagation des ondes de de´tonation dans les mousses. A` ce stade, nous avons pu
obtenir des re´sultats convaincants sur un mode`le non conservatif a` deux espe`ces, ce
qui est une nouveaute´.
Deux diﬃculte´s se pre´sentent dans la mise en place d’une telle me´thode. D’une part
il faut de´terminer le mouvement de maillage, qui doit eˆtre par principe adapte´ a` la
solution physique et qui est de plus contraint par des questions de stabilite´ du sche´ma
nume´rique. D’autre part, ce mouvement e´tant donne´, il faut qu’il soit correctement
pris en compte dans la re´solution du syste`me physique. L’approche que nous utilisons
dans toutes les me´thodes pre´sente´es ici est un de´couplage entre le calcul du maillage
et celui de la solution. Autrement dit, le maillage servant au passage du temps n au
temps n+ 1 n’est de´termine´ qu’a` partir de la solution au temps n. D’autres me´thodes
consistent a` re´soudre un syste`me d’e´quations global ayant pour inconnues la solution
physique aussi bien que les coordonne´es du maillage, mais la complexite´ des syste`mes
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physiques traite´s ici nous interdit de les envisager en premie`re intention.
2.2 La fonction de controˆle et la notion d’e´quire´partition
2.2.1 Fonction de controˆle
Nous cherchons une solution f(x, t) d’une e´quation aux de´rive´es partielles, ou` t et x
sont les variables d’espace et de temps, a` une dimension chacune, tandis que leur image
f(x, t) est un vecteur a`m e´le´ments f1(x, t), f2(x, t),..., fm(x, t). Nous commenc¸ons tout
d’abord par de´ﬁnir une fonction ρ(x, t) de R2 dans R qui soit un bon indicateur de
l’amplitude des variations de f au point (x, t). Plusieurs choix sont possibles, dans ce
qui suit nous prendrons suivant [7] :
ρ =
√√√√(1 + m∑
i=1
1
αi
(∂fi
∂x
)2)
, (2.1)
avec (αi , 1 ≤ i ≤ m) un vecteur de Rm servant a` ponde´rer les importances des
diﬀe´rentes variables re´solues. On note dans la de´ﬁnition de ρ que la valeur de cette
fonction est d’autant plus importante que les variations de f sont brusques, ce qui
correspond au but recherche´. On note e´galement que ρ(x, t) est toujours plus grand
que 1, ce dont nous expliquons l’utilite´ dans le paragraphe suivant.
2.2.2 Equire´partition
Nous avons maintenant a` notre disposition une fonction ρ de R × R+ dans R,
appele´e fonction de controˆle, qui peut eˆtre calcule´e a` chaque pas de temps a` partir de
la donne´e de f et d’une approximation de ses gradients. Nous souhaitons alors calculer
un maillage qui soit au mieux adapte´ a` la solution f , et qui soit donc d’autant plus
ﬁn que la fonction ρ est grande. Ce crite`re peut eˆtre pre´cise´ : nous allons chercher un
maillage dit e´quire´parti, compose´ des points (x1, x2, ..., xN ) et qui ve´riﬁe :∫ x2
x1
ρ(x, t)dx =
∫ x3
x2
ρ(x, t)dx = ... =
∫ xN
xN−1
ρ(x, t)dx. (2.2)
Ainsi la taille des mailles est inversement proportionnelle a` la valeur de ρ. Nous voyons
ici l’inte´reˆt d’avoir une fonction ρ qui soit minore´e par un nombre strictement positif,
condition qui permet de donner une taille maximale aux mailles.
2.3 Lissage de la fonction de controˆle
2.3.1 Principe
Plusieurs me´thodes de calcul exact ou approche´ du maillage e´quidistribue´ sont
pre´sente´es dans ce document. Pour la plupart d’entre elles, il a e´te´ observe´ l’apparition
de le´ge`res oscillations dans le mouvement du maillage, ayant pour conse´quence des
instabilite´s dans le calcul de la solution physique. Ce proble`me a pu eˆtre contourne´ en
ope´rant un lissage de la fonction de controˆle pre´alable au calcul du nouveau maillage.
Nous choisissons de remplacer la fonction ρ de´ﬁnie dans la section 2.2 sur [a, b] par la
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fonction ρ∗, de´ﬁnie comme le produit de convolution de ρ par une fonction g (R→ R)
choisie par l’utilisateur :
ρ∗(x) = (ρ ∗ g) =
∫ +∞
−∞
ρ(y) g(x− y) dy.
Pour calculer le produit de convolution, nous avons besoin de valeurs de ρ en dehors
du domaine [a, b]. Nous conside´rons alors que pour x < a, ρ(x) = ρ(a) et pour x > b,
ρ(x) = ρ(b). Par ailleurs le domaine d’inte´gration peut eˆtre restreint aux lieux ou` les
valeurs de g sont signiﬁcatives.
2.3.2 Choix de la fonction de lissage :
Divers essais ont montre´ que la manie`re la plus eﬃcace de lisser la fonction de
controˆle e´tait la convolution par une gaussienne. Plus pre´cise´ment, en notant L une
longueur caracte´ristique choisie par l’utilisateur, nous de´ﬁnissons g par :
g(x) =
1
L
√
2π
e
(
− x
2
2L2
)
.
Cependant, le calcul du produit de convolution de ρ par une gaussienne me`ne a`
un nombre d’ope´rations proportionnel au carre´ du nombre de cellules, ce qui est
re´dhibitoire car toutes les autres e´tapes de re´solution (du maillage comme de la solu-
tion physique) pre´sentent un nombre d’ope´rations proportionnel au nombre de cellules.
Une solution possible est d’utiliser pour g une fonction cre´neau :
x >
L
2
, g(x) = 0.
x < −L
2
, g(x) = 0.
−L
2
< x <
L
2
, g(x) =
1
L
.
Cette formulation, bien que donnant une fonction ρ∗ moins lisse et donc plus sujette aux
oscillations de maillage, a l’avantage de permettre un calcul du produit de convolution
en temps line´aire. En eﬀet, on peut en optimiser la programmation en utilisant pour
le calcul de ρ∗(xi+1) le re´sultat du calcul de ρ
∗(xi), seuls les termes extre´maux du
domaine d’inte´gration changeant de l’un a` l’autre.
Un bon compromis entre les deux dernie`res approches consiste a` prendre pour g une
fonction triangle :
g(x) =
1
L
max
(
0,min
(
1 +
x
L
, 1− x
L
))
.
Ce lissage est de meilleure qualite´ que celui par un cre´neau, et le produit de convolution
peut eˆtre calcule´ en temps line´aire en remarquant que la convolution de ρ par une
fonction triangle revient a` convoluer ρ par une fonction cre´neau deux fois de suite.
Le parame`tre L, dans les expressions pre´ce´dentes, est la taille caracte´ristique du
lissage, et doit eˆtre pris du meˆme ordre de grandeur que la taille du domaine (un quart
du domaine convient bien). Il rendra la fonction ρ∗ d’autant plus lisse qu’il est grand.
De´sormais, lorsque nous e´voquerons la fonction ρ, nous sous-entendrons qu’elle a e´te´
lisse´e de cette manie`re et donc remplace´e par ρ∗.
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2.3.3 Exemple
Imaginons que nous ayons obtenu une solution physique nulle sur la premie`re partie
du domaine et pre´sentant une e´volution line´aire sur la deuxie`me partie, alors la fonction
de controˆle est la suivante (en utilisant la formule (2.1) avec α = 1) :
Nous utilisons trois fonctions de lissage correspondant aux trois types possibles vus
pre´ce´demment :
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Les fonctions lisse´es correspondantes, une fois le produit de convolution eﬀectue´, ont
la forme suivante :
Nous constatons qu’avec un lissage type cre´neau, la fonction re´sultante pre´sente en-
core un saut dans la de´rive´e, ce qui peut occasionner des diﬃculte´s dans son utilisation
future. Le lissage type triangle, en revanche, semble bien adapte´. C’est celui que nous
utiliserons dans la suite.
2.4 Calcul direct du maillage e´quidistribue´
Apre`s avoir obtenu au temps tn, par la re´solution de l’e´quation diﬀe´rentielle phy-
sique, une solution fni aux nœuds (xi, 1 ≤ i ≤ N) du maillage actuel note´ Mn, nous
en de´duisons par un calcul approximatif des gradients, au premier ou second ordre,
des valeurs (ρni , 1 ≤ i ≤ N) correspondant a` la discre´tisation de x→ ρ(x, tn) sur Mn.
Dans cette section, nous exposons une me´thode permettant d’approcher le maillage
e´quidistribue´ correspondant. Tout commence par la re´alisation d’une interpolation des
valeurs connues de ρ pour obtenir une fonction x→ ρninterp(x) prenant ses valeurs sur
tout l’intervalle [x1 xN ]. Nous conside´rons ici une interpolation line´aire, bon compro-
mis entre simplicite´ et pre´cision. La premie`re section pre´sente une approche simple
visant a` calculer directement un maillage e´quidistribue´ a` partir de cette interpolation.
La deuxie`me section expose une approche plus subtile visant une transformation de
ρninterp en une fonction aﬃne sur les segments du maillage objectif Mn+1. Elle se base
sur l’expose´ de la premie`re section.
2.4.1 Me´thode simple
Imaginons donc que nous ayons choisi une interpolation de ρni telle que ρ
n
interp soit
aﬃne par morceaux sur [x1 xN ], et plus exactement aﬃne sur les segments [xi xi+1]
du maillage Mn. L’e´galite´ (2.25) :∫ x2
x1
ρninterp =
∫ x3
x2
ρninterp = ... =
∫ xN
xN−1
ρninterp,
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associe´e a` l’e´galite´ :∫ x2
x1
ρninterp +
∫ x3
x2
ρninterp + ...+
∫ xN
xN−1
ρninterp =
∫ xN
x1
ρninterp,
nous assure que :∫ x2
x1
ρninterp =
∫ x3
x2
ρninterp = ... =
∫ xN
xN−1
ρninterp =
1
N
∫ xN
x1
ρninterp.
Les abscisses x1 et xN sont connues car il s’agit des extre´mite´s du domaine, qui est
suppose´e inchange´ au cours du temps. De plus, ρninterp e´tant par hypothe`se aﬃne par
morceaux, 1N
∫ xN
x1
ρninterp se calcule aise´ment. Puis, graˆce a` cette meˆme hypothe`se, nous
de´duisons facilement de l’e´galite´
∫ x2
x1
ρninterp =
1
N
∫ xN
x1
ρninterp l’abscisse x2. Connaissant
x2 nous calculons x3 de la meˆme manie`re et, de proche en proche, nous de´terminons
l’inte´gralite´ du maillage e´quidistribue´.
Cette me´thode fonctionne, mais le choix d’une fonction ρninterp ﬁge´e, et dont la de´rive´e
par rapport a` x est discontinue aux nœuds du maillage Mn, rend trop de´pendant le
maillage Mn+1 du maillage Mn, de sorte que des instabilite´s se cre´ent et entraˆınent
un mouvement tre`s irre´gulier du maillage au cours des ite´rations. Nous reviendrons
dans la suite sur la ne´cessite´ d’adoucir le mouvement du maillage et sur les moyens
d’ame´liorer ce point. Contentons nous ici d’adopter une nouvelle approche qui limite -
sans pour autant e´chapper ve´ritablement au proble`me - ce type d’instabilite´s.
2.4.2 Algorithme de De Boor
Cet algorithme, pre´sente´ dans [7], consiste a` se rapprocher ite´rativement du maillage
objectif en re´-interpolant a` chaque e´tape la fonction de controˆle a` partir du nouveau
maillage. Nous venons de voir qu’il est possible de de´terminer simplement et de fac¸on
exacte le maillage e´quidistribue´ pour une fonction de controˆle aﬃne par morceaux. L’al-
gorithme de De Boor part de ce constat, mais s’autorise une e´volution de la fonction
interpole´e ρninterp au cours du calcul. Il se de´roule comme suit :
1) On conside`re :
a) Une fonction ρ0 e´gale a` ρ
n
interp, donc aﬃne sur chaque segment du maillage
Mn.
b) Un maillage initial M0n e´gal a` Mn.
c) Un entier i e´gal a` 0.
2) Jusqu’a` convergence du maillage...
a) i = i+ 1
b) On calcule le maillage e´quidistribue´ correspondant a` la fonction de controˆle
ρi−1 par la me´thode pre´ce´demment de´crite, la fonction ρi−1 e´tant aﬃne par
morceaux. Ce nouveau maillage est note´ M in.
c) On introduit ρi, l’unique fonction aﬃne sur les segments du nouveau maillage
M in qui prenne les meˆmes valeurs que la fonction ρ
n
interp aux sommets de M
i
n.
d) On revient a` a)
Nous obtenons ainsi une suite de maillages M0n, M
1
n, ..., M
l
n, qui converge vers une
meilleure approximation du maillage e´quidistribue´ que celle obtenue par la me´thode
simple pre´sente´e dans la sous-section 2.4.1, dans le sens ou` elle limite les oscillations
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de maillage au cours des ite´rations physiques. Le de´tail de cette me´thode est donne´
dans [7].
2.4.3 Limites du calcul direct
La me´thode du calcul direct du maillage e´quidistribue´ (telle que pre´sente´e ci-dessus)
permet d’obtenir, connaissant la solution physique a` un instant tn donne´, un maillage
qui soit bien adapte´ a` cette solution, i.e. qui soit d’autant plus ﬁn que la solution est
abrupte. Cependant, exception faite de l’interpolation de la fonction de controˆle, le
calcul d’un nouveau maillage ne de´pend pas du maillage aux pas de temps pre´ce´dents.
Par conse´quent, aucun controˆle ne peut eˆtre re´alise´ sur l’amplitude du mouvement du
maillage entre deux ite´rations, ce qui pose une nouvelle diﬃculte´, relative a` la condition
de stabilite´ pour la re´solution de l’e´quation diﬀe´rentielle physique.
2.5 Condition CFL avec maillage mobile
La condition de stabilite´ (CFL) avec maillage mobile est une extension intuitive
de la condition standard sur maillage ﬁxe. L’interpre´tation classique de la condition
sur maillage ﬁxe est la suivante : une particule de ﬂuide ne doit pas parcourir plus
d’une maille en un pas de temps. Avec un maillage mobile, cette condition doit rester
vraie tout en prenant en compte le mouvement du maillage, de sorte qu’une particule
de vitesse nulle peut the´oriquement traverser une maille en mouvement. La condition
CFL sur maillage mobile est en ge´ne´ral plus restrictive que celle sur maillage ﬁxe, et
son controˆle plus diﬃcile a` assurer.
Quantitativement, pour un syste`me hyperbolique sous forme conservative du type :
vt + F (v)x = S(v),
on note :
• Λi le rayon spectral de la matrice jacobienne dF (v)dv sur le segment i du maillage. A`
noter que cette matrice est diagonalisable sur R car le syste`me est hyperbolique.
• ωi−1/2 et ωi+1/2 les vitesses des nœuds situe´s aux extre´mite´s de ce segment.
la condition CFL, qui doit eˆtre ve´riﬁe´e pour tout i compris entre 2 et N , s’e´crit
alors :
∆tn
∆xn+1i
max(Λi−1/2 − ωi−1/2, 0)−
∆tn
∆xn+1i−1
min(Λi−1/2 − ωi−1/2, 0) ≤ 1. (2.3)
Cette formule est de´montre´e dans [13]. On note que dans le cas ou` ωi est nul pour tout
i, cette condition est assure´e par la condition CFL standard :
∆tn max i (Λi)
min i (∆xi)
≤ 1. (2.4)
La condition sur le pas de temps ∆tn de´pend
• de la solution physique au temps tn, par l’interme´diaire du rayon spectral Λ qui
correspond a` la vitesse de l’information. Dans le cas de l’e´quation d’Euler, cette
quantite´ vaut |u|+ c, ou` u est la vitesse de la matie`re et c celle du son,
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• du maillage au temps tn+1, et plus exactement de la taille des mailles,
• de la vitesse du maillage entre les temps tn et tn+1.
La question qui se pose maintenant est de trouver un pas de temps acceptable e´tant
donne´ les maillages Mn et Mn+1 correspondant a` deux pas de temps successifs. Cela
ne pre´senterait pas plus de diﬃculte´s que dans le cas des mailles ﬁxes si la vitesse de
maillage ω e´tait connue en tous points, mais ce n’est pas le cas car elle de´pend du pas
de temps que l’on cherche pre´cise´ment a` calculer. En notant Dni le de´placement du
maillage au point i (qui, lui, est connu, par simple soustraction des maillages Mn+1 et
Mn), le pas de temps ∆tn doit ve´riﬁer :
∆tn
∆xn+1i
max(Λi−1/2 −
Di−1/2
∆tn
, 0)− ∆t
n
∆xn+1i−1
min(Λi−1/2 −
Di−1/2
∆tn
, 0) ≤ 1. (2.5)
On peut, a` partir de cette expression, e´crire la condition suﬃsante de stabilite´ suivante :
∆tn
(
max i | Λi |
)
min i (∆x
n+1
i )
+max i
(
| Di |
min (∆xn+1i ,∆x
n+1
i−1 )
)
≤ 1.
Nous constatons que dans le cas ou` max i
(
|Di|
min (∆xn+1i ,∆x
n+1
i−1 )
)
≥ 1, il n’existe pas de
moyen simple d’assurer la stabilite´ du sche´ma par le choix du pas de temps. Or ce cas
est d’autant plus probable que le de´placement du maillage entre deux ite´rations est
important, ce qui invite - ainsi que pour des raisons de pre´cision du calcul - a` controˆler
la vitesse d’e´volution de maillage. Cela nous ame`ne aux de´veloppements suivants.
2.6 Equations diffe´rentielles de maillage
2.6.1 The´orie
Les me´thodes pre´sente´es ici sont base´es sur des e´quations diﬀe´rentielles ayant pour
inconnue le maillage lui meˆme, et sont couramment appele´es MMPDE (Moving Mesh
Partial Diﬀerential Equations). Elles ont pour principal inte´reˆt de permettre un rap-
prochement progressif du maillage vers le maillage e´quidistribue´ tout en limitant l’am-
plitude des mouvements, ce crite`re d’amplitude e´tant de´ﬁni par l’utilisateur. Elles se
basent sur un formalisme spe´ciﬁque : le maillage d’un domaine [a, b] est vu comme une
application x(ǫ) de [0, 1] dans [a, b]. Si N est le nombre de mailles, le ieme nœud du
maillage a pour coordonne´e x
(
i
N
)
. Avec ces notations, on peut prouver qu’un maillage
e´quidistribue´ minimise la fonctionnelle :
I(ǫ) =
∫ b
a
1
ρ(x)
( ∂ǫ
∂x
)2
dx.
La fonction de controˆle ρ a e´te´ de´ﬁnie dans la section 2.2. Les de´veloppements sont
eﬀectue´s dans [7].
Ainsi, on peut espe´rer se rapprocher du maillage e´quidistribue´ par une me´thode de
descente, qui se re´sume dans le cas ge´ne´ral a` faire e´voluer le maillage selon la loi :
∂ǫ
∂t
= −P
τ
∂I
∂ǫ
, (2.6)
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ou` τ est une constante de temps et P un ope´rateur line´aire de´ﬁni positif. Plutoˆt que de
chercher un maillage e´quidistribue´ a` chaque pas de temps physique en faisant converger
la me´thode de descente, on se propose de ne re´soudre la discre´tisation de l’e´quation
(2.6) que sur une ite´ration pour calculer un nouveau maillage. Cela revient a` assimiler
le pas de descente au pas de temps physique, et a` faire e´voluer au meˆme rythme les
deux algorithmes de re´solution. Lorsque la fonction de controˆle ρ change au cours du
temps - c’est a` dire presque toujours -, l’algorithme de descente risque de ne jamais
converger vers un maillage e´quidistribue´, mais il se dirigera toujours dans la direction
de l’e´quidistribution tout en voyant sa vitesse de de´placement limite´e par le parame`tre
τ . Nous avons donc bien re´pondu aux objectifs de controˆle de la vitesse de maillage
par l’utilisateur.
2.6.2 Mise en œuvre
Le de´veloppement de l’e´quation (2.6) de´pend du choix de P , c’est pourquoi les
e´quations diﬀe´rentielles de maillage ne se rame`nent pas a` une me´thode unique. Dans
sa version la plus classique, l’e´quation (2.6) devient [7] :
∂ǫ
∂t
=
1
τ
∂
∂x
(
1
ρ
∂ǫ
∂x
)
. (2.7)
La discre´tisation de cette e´quation permet d’obtenir ǫ en fonction de x. En revenant a`
la de´ﬁnition des fonctions ǫ et x, il est clair que pour de´terminer le maillage il nous faut
connaˆıtre x en fonction de ǫ. Cette inversion n’est pas imme´diate mais peut s’eﬀectuer
a` l’aide d’une interpolation de la fonction ǫ(x) sur l’ensemble du segment [a, b]. Etant
donne´ cette ne´cessite´ d’inverser la fonction ǫ(x), on note cette version MMPDE inverse.
Une autre me´thode permettant de contourner le proble`me consiste a` exprimer dife´remment
l’e´quation (2.6). Par exemple, un choix adapte´ de l’ope´rateur P donne [7] :
∂x
∂t
=
1
τ
∂
∂ǫ
(
ρ
∂x
∂ǫ
)
(2.8)
Cependant, ρ e´tant connu en fonction de x, cette e´quation est non line´aire et sa
re´solution s’en trouve moins pre´cise. Par opposition a` la me´thode MMPDE inverse, on
nomme cette version MMPDE directe.
On re´sout l’e´quation de descente de fac¸on implicite dans le cas line´aire et semi-
implicite dans le cas non line´aire. Dans les deux cas, la re´solution se rame`ne a` l’inversion
d’un syste`me tridiagonal, eﬀectue´e tre`s eﬃcacement par l’algorithme de Thomas [19].
Le de´tail de ces me´thodes, aussi bien pour la the´orie que pour la mise en œuvre, est
expose´ dans [7].
2.7 Me´thode VFFC pour les mode`les non conservatifs
Aﬁn d’appliquer la me´thode AMR a` des syste`mes d’e´quations non conservatifs,
et avant de nous inte´resser a` la prise en compte du mouvement de mailles dans la
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re´solution des e´quations physiques, pre´sentons tout d’abord la fac¸on dont on peut
prendre en compte l’apparition de termes non conservatifs dans l’application de la
me´thode VFFC (cf. sous-section 1.3.1) en une dimension. Nous donnons pour cadre a`
cette section les e´quations du type :
∂v
∂t
+
∂F (v)
∂x
+ C(v)
∂v
∂x
= S(v) (2.9)
discre´tise´e sur des volumes a` ge´ome´trie variable. L’inconnue v de´pend du temps t et
de la dimension d’espace (unique) x. Par ailleurs,
• F (v) de´signe un ﬂux vectoriel de meˆme dimension que v.
• S(v) de´signe un terme source de meˆme dimension que v.
• C(v) de´signe une matrice carre´e dont la taille est la dimension de v.
Divers exemples de syste`mes de ce type issus des e´quations de la me´canique des ﬂuides
sont donne´s dans la suite. Nous notons :
J(v) =
∂F (v)
∂v
,
et de´ﬁnissons la matrice E(v) telle que
E(v) J(v) = C(v).
L’e´quation (2.9) peut alors se re´e´crire :
∂v
∂t
+
(
Id+ E(v)
) ∂F (v)
∂x
= S(v), (2.10)
et son inte´gration sur une cellule devient :∫
K(t)
∂v
∂t
dx+
∫
K(t)
(
Id+ E(v)
) ∂F (v)
∂x
dx =
∫
K(t)
S(v) dx (2.11)
que l’on peut approcher par :∫
K(t)
∂v
∂t
dx+
(
Id+ E(v)
) ∫
K(t)
∂F (v)
∂x
dx ≃
∫
K(t)
S(v) dx. (2.12)
La discre´tisation donne, en utilisant la version classique de la me´thode VFFC :
vn+1i − vni ≃
−∆t (Id+ E(vni )) (Fi+1/2 − Fi−1/2)+∆t |Ki| S(vi), (2.13)
ou` les ﬂux Fi−1/2 et Fi+1/2 se calculent de meˆme que dans la version standard.
Remarque Dans l’e´criture (2.9) on peut ajouter a` F (v) un ﬂux G(v) et soustraire
−∇vG(v) a` C(v), de sorte que le mode`le (2.9) reste inchange´. On peut utiliser cette
remarque et ope´rer les ope´rations ne´cessaires pour assurer a` la matrice J de bonnes
proprie´te´s et permettre ainsi un calcul correct de la matrice E(v).
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2.8 Re´solution du syste`me physique avec AMR
Dans cette section, aﬁn d’alle´ger les notations, les de´rive´es partielles par rapport
aux variables x et t sont note´es de fac¸on indicielle. Une fois mise au point la technique
de de´placement du maillage, il reste a` re´soudre le syste`me physique en prenant en
compte ce de´placement. Cette section a pour cadre a` la fois les mode`les conservatifs et
non conservatifs, les uns comme les autres entrant dans le formalisme introduit dans la
section 2.7. Nous utilisons une relation valable pour toute fonction f(x, t) sous re´serve
de bonnes proprie´te´s d’inte´gration et d’ensemble de de´ﬁnition :
d
dt
∫
K(t)
f dx =
∫
K(t)
ft dx+
∫
K(t)
(λ f)x dx, (2.14)
ou` λ de´signe la vitesse d’e´volution du domaine d’inte´gration, dans notre cas la vitesse
de maillage. Reprenant le formalisme de la section pre´ce´dente, nous allons adapter la
de´clinaison du sche´ma nume´rique a` l’existence d’un maillage mobile. La substitution
de v a` f dans (2.14) et l’inte´gration de (2.9) sur un volume K(t) donnent :
d
dt
∫
K(t)
v(t) dx+
∫
K(t)
(F (v)− λv)x + C(v) vx dx =
∫
K(t)
S(v) dx. (2.15)
Nous notons :
• F ∗(v, λ) = F (v)− λ v,
• J∗(v, λ) = ∂F ∗(v,λ)∂v = J(v)− λ Id,
• E∗(v, λ) la matrice ve´riﬁant E∗(v, λ)J∗(v, λ) = C(v),
• S∗(v, λ, λx) = S(v)− E∗(v, λ) λx v.
Nous pouvons alors re´e´crire l’e´quation (2.15) :
d
dt
∫
K(t)
v(t) dx+
∫
K(t)
(
Id+ E∗(v, λ)
)
F ∗(v, λ)x dx =
∫
K(t)
S∗(v, λ, λx) dx (2.16)
et la discre´tisation donne, en utilisant la version classique de la me´thode VFFC :
|Kn+1i | vn+1i − |Kni | vni ≃
−∆t (Id+ E∗(vni , λni )) (F ∗i+1/2 − F ∗i−1/2)+∆t |Ki| S∗(vi, λni , λxni ). (2.17)
A moins que ce ne soit pre´cise´, nous prenons ces valeurs a` l’instant n ou n+1 selon le
choix d’une ite´ration implicite ou explicite. Les parame`tres de de´placement de maillage
se calculent tre`s naturellement : La valeur de λni s’obtient par une moyenne ponde´re´e
des vitesses de de´placement des deux nœuds adjacents a` la cellule i, ces vitesses de
de´placement e´tant calcule´es en divisant par le pas de temps les position de ces nœuds
aux ite´rations n et n + 1. La valeur de λx
n
i s’obtient en divisant par la largeur de la
cellule i la diﬀe´rence de vitesse de de´placement des nœuds adjacents a` la cellule i.
Il reste a` calculer les ﬂux F ∗i+1/2 et F
∗
i−1/2. Multiplions l’e´quation (2.9) par J
∗(v),
nous obtenons :
F ∗(v, λ)t + J
∗(v, λ) F (v)x + J
∗(v, λ) E∗(v, λ) F ∗(v, λ)x. = J
∗(v, λ) S∗(v, λ, λx)− λt v
(2.18)
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La relation (2.14) dans laquelle on a substitue´ F ∗(v, λ) a` f ainsi que l’e´quation (2.18)
inte´gre´e sur un volume K(t) donnent :
d
dt
∫
K(t)
F ∗(v, λ) dx+
∫
K(t)
J∗(v, λ) F (v)x −
∫
K(t)
(
λ F ∗(v, λ)
)
x
dx
+
∫
K(t)
J∗(v, λ) E∗(v, λ) F ∗(v, λ)x dx =
∫
K(t)
(
J∗(v, λ) S∗(v, λ, λx)− λt v
)
dx.
(2.19)
Nous avons :(
λ F ∗(v, λ)
)
x
= J∗(v, λ) (λ v)x − λx J∗(v, λ) v + λx F ∗(v, λ), (2.20)
donc en notant :
S∗∗(v, λ, λx) = J
∗(v, λ) S∗(v, λ, λx)− λt v − λx J∗(v, λ) v + λx F ∗(v, λ), (2.21)
on peut transformer l’e´quation (2.19) en :
d
dt
∫
K(t)
F ∗(v, λ) dx+
∫
K(t)
J∗(v, λ) (Id+E∗(v, λ)) F ∗(v, λ)x =
∫
K(t)
S∗∗(v, λ, λx) dx.
(2.22)
Cela montre que le ﬂux F ∗(v, λ) (vu comme la moyenne de la quantite´ F ∗(v, λ) sur une
cellule) est advecte´ par la matrice A˜∗(v, λ) = J∗(v, λ)
(
Id + E∗(v, λ)
)
, ce qui permet
de calculer les ﬂux F ∗i+1/2 et F
∗
i−1/2 par la me´thode VFFC.
Remarque De meˆme que dans le cas sans AMR (cf. section 2.7), dans l’e´criture
(2.9) on peut ajouter a` F (v) un ﬂux G(v) et soustraire −∇vG(v) a` C(v), de sorte que
le mode`le (2.9) reste inchange´. Cette remarque sera cette fois utilise´e pour assurer a`
J∗(v, λ) de bonnes proprie´te´s d’inversion a` J∗ et non plus a` J . Ainsi, le mouvement
du maillage est a` prendre en compte dans le choix de G(v). Nous verrons un exemple
d’application de cette remarque dans le cas du mode`le bi-ﬂuide sans e´nergie a` quatre
e´quations.
2.9 Calcul des matrices
Nous cherchons dans cette partie a` obtenir de fac¸on simple l’expression analytique
des matrices intervenant dans l’e´quation physique adapte´e aux mouvements de mailles
(matrices note´es avec un exposant ∗ dans la section 2.8). Nous partons du principe
que l’expression de ces matrices est connue dans le cas des mailles ﬁxes [1, 6]. Comme
dans la section 2.8, v correspond au vecteur des variables re´solues. Nous de´ﬁnissons
e´galement le vecteur w, de meˆme dimension que v, qui correspond aux variables phy-
siques. Il contient par exemple la tempe´rature, la pression, la vitesse du ﬂuide... Il est
de´ﬁni de telle sorte que v soit de´ductible de la donne´e de w, et inversement.
2.9.1 Me´thode de calcul
Pour un re´el λ donne´, qui correspondra, comme dans la section 2.8, a` la vitesse de
maillage, nous notons :
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• f l’application qui a` w associe F (v),
• g la bijection qui a` w associe v,
• hλ la bijection qui a` w associe le vecteur obtenu a` partir de w en soustrayant λ
aux composantes correspondant a` des vitesses.
La traduction de ces notations pour diﬀe´rents mode`les est donne´e dans la section
2.10. Pour tout λ, nous notons M(λ) l’application g ◦ hλ ◦ g−1. Nous notons que :
h−1λ = h−λ.
Par conse´quent :
M(λ)−1 =M(−λ).
Par ailleurs, nous faisons les deux hypothe`ses suivantes, qui seront toujours ve´riﬁe´es
pour nos cas :
(H1) Pour tout λ, l’application M(λ) est line´aire.
(H2) M(λ) ◦ (f − λ g) = f ◦ hλ.
L’hypothe`se (H2) est lie´e aux remarques sur l’invariance galile´enne donne´es dans la
section 2.9.2. L’ hypothe`se (H1) est plus empirique...
Notons j l’application qui a` w associe la matrice J(v, λ), et j∗ celle qui a` (w, λ)
associe la matrice J∗(v, λ). Nous de´duisons des re´sultats pre´ce´dents que :
j∗(w, λ) =
∂
(
f(w)− λg(w))
∂g(w)
=
∂
(
f(w)− λg(w))
∂f
(
hλ(w)
) × ∂f
(
hλ(w)
)
∂g
(
hλ(w)
) × ∂g
(
hλ(w)
)
∂g(w)
.
Nous trouvons alors, en vertu de l’hypothe`se (H2) :
j∗(w, λ) =M(λ)−1 j
(
hλ(w)
)
M(λ) =M(−λ) j(hλ(w)) M(λ), (2.23)
ou` M(λ) est conside´re´e comme une matrice. Il reste a` calculer la matrice E∗(v, λ).
Nous notons e l’application qui a` w associe la matrice E(v) et e∗ l’application qui a`
(w, λ) associe la matrice E∗(v, λ). On sait que l’on a pour tout (w, λ) :
e∗(w, λ) j∗(w, λ) = c(w),
donc :
e∗(w, λ) M(λ)−1
(
M(λ) j∗(w, λ) M(λ)−1
)
M(λ) = c(w).
Donc, d’apre`s l’ e´quation (2.23) :
e∗(w, λ) M(−λ) j(h(w)) M(λ) = c(w).
Par conse´quent, en supposant que j(w) est inversible :
e∗(w, λ) = c(w) M(−λ) j(h(w))−1M(λ), (2.24)
ce qui permet d’obtenir E∗(v, λ) a` partir de l’expression analytique de J(v)−1. Quant
a` la matrice A˜∗(v, λ), elle se calcule directement graˆce aux re´sultats pre´ce´dents, e´tant
donne´ que par de´ﬁnition A˜∗(v, λ) = J∗(v, λ) (Id+ E∗(v, λ)).
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2.9.2 Invariance galile´enne
L’objectif est ici de justiﬁer l’hypothe`se (H2) de la sous-section 2.9.1. Nous rappe-
lons que M(λ) de´ﬁnit la matrice de l’application g ◦hλ ◦ g−1. Nous souhaitons mainte-
nant comprendre pourquoi nous avons toujours le re´sultat : M(λ) ◦ (f −λ g) = f ◦hλ.
Conside´rons l’e´quation (2.9) dans laquelle le terme source et le terme non conservatif
ont e´te´ annule´s, et dans laquelle nous prenons pour inconnue w :
∂g(w)
∂t
+
∂f(w)
∂x
= 0. (2.25)
Conside´rons - comme cela doit eˆtre le cas - que l’e´quation (2.25) satisfait au principe
d’invariance galile´enne. Dans le cas non conservatif, cette hypothe`se de´pend du choix
de la de´ﬁnition du ﬂux F , qui n’est pas unique [1]. L’invariance galile´enne signiﬁe que
pour tout λ ﬁxe´, si w(x, t) est solution de l’e´quation (2.25), alors hλ
(
w(x + λt, t)
)
la
ve´riﬁe e´galement. En supposant de plus que l’ensemble de de´ﬁnition de w recouvre
tout l’espace, alors en substituant hλ
(
w(x + λt, t)
)
a` w dans (2.25) et en ope´rant la
de´rivation temporelle, on trouve la relation suivante valable pour la solution w de
(2.25) :
∂
(
g ◦ hλ (w)
)
∂t
+
∂
(
f ◦ hλ (w) + λ g ◦ hλ (w)
)
∂x
= 0. (2.26)
En multipliant maintenant l’e´quation (2.25) par M(λ), elle devient :
∂
(
g ◦ hλ (w)
)
∂t
+
∂
(
M(λ) ◦ f(w))
∂x
= 0 (2.27)
et les e´quations (2.26) et (2.27) donnent :
M(λ) ◦ f (w) = f ◦ hλ (w) + λ g ◦ hλ (w) + C(t) (2.28)
avec C(t) une constante ne de´pendant que du temps, ou encore :
M(λ) ◦ (f − λ g) (w) = f ◦ hλ (w) + C(t). (2.29)
Cela est tre`s cohe´rent avec le re´sultat selon lequel M(λ) ◦ (f − λ g) = f ◦ hλ.
2.10 Mode`les conside´re´s
Dans cette partie, nous de´clinons la the´orie pre´ce´demment de´crite pour trois mode`les
particuliers : le mode`le d’advection simple a` une e´quation, le mode`le d’Euler a` trois
e´quations et le mode`le bi-ﬂuide sans e´nergie a` quatre e´quations. Les notations sont
les suivantes : α fraction volumique, ρ masse volumique, u vitesse, p pression, T
tempe´rature, e e´nergie interne massique, E e´nergie totale massique (i.e. E = e+ 12 ρ u
2),
H enthalpie totale massique (i.e. H = E + pρ). Les indices correspondent aux espe`ces
conside´re´es, par exemple : a : air, w : eau liquide.
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2.10.1 Une e´quation
Le mode`le d’advection par une vitesse ﬁxe u d’inconnue ρ s’e´crit :
∂ρ
∂t
+ u
∂ρ
∂x
= 0. (2.30)
Il s’agit d’un mode`le d’advection simple, pour lequel la condition initiale est transporte´e
sans de´formation a` la vitesse u. Reprenant le formalisme de la section 2.7, nous pouvons
e´crire :
∂v
∂t
+
∂F (v)
∂x
= 0 (2.31)
avec :
• v = ρ,
• F = ρu,
• w = v,
• hλ est la fonction identite´,
• M(λ) = 1.
Ce mode`le est conservatif, en particulier la matrice C(v) de´ﬁnie dans l’e´quation (2.9)
est nulle. La the´orie pre´sente´e ci-dessus s’applique, mais n’est pas ne´cessaire e´tant
donne´ la simplicite´ du mode`le.
2.10.2 Trois e´quations
Le mode`le d’Euler a` trois e´quations (une espe`ce avec e´nergie) s’obtient en e´crivant la
conservation de la masse, de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie. Il faut y ajouter
une loi d’e´tat reliant la pression, la masse volumique et l’e´nergie interne aﬁn de rendre
le proble`me bien pose´. Cette loi d’e´tat s’e´crit en ge´ne´ral de fac¸on plus simple lorsqu’on
la de´compose en deux relations reliant d’une part l’e´nergie interne a` la pression et a` la
tempe´rature, d’autre part la masse volumique a` la pression et a` la tempe´rature (ρ(p, T )
et e(p, T )). Les trois lois de conservation de ce mode`le sont les suivantes :
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
= 0. (2.32)
∂(ρu)
∂t
+
∂(ρu2)
∂x
+
∂p
∂x
= 0. (2.33)
∂(ρE)
∂t
+
∂(ρuH)
∂x
= 0. (2.34)
Reprenant le formalisme de´crit de la section 2.7, nous pouvons e´crire :
∂v
∂t
+
∂F (v)
∂x
= 0 (2.35)
avec :
• v = (ρ, ρu, ρE),
• F (v) = (ρu, ρu2 + p, ρuH),
• w = (p, T, u),
• hλ est la bijection qui a` w = (p, T, u) associe
(p, T, u− λ).
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La matrice M(λ) s’e´crit :
M(λ) =

 1 0 0−λ 1 0
λ2
2 −λ 1

 . (2.36)
Ce mode`le est conservatif, en particulier la matrice C(v) de´ﬁnie dans l’e´quation (2.9)
est nulle, mais toutes les e´tapes de´crites ci-dessus restent valables (et en sont largement
simpliﬁe´es).
Il est a` noter que pour appliquer la me´thode VFFC, l’ensemble des variables phy-
siques ne se de´duisant simplement qu’a` partir de la donne´e du vecteur w (contenant
notamment les variables d’entre´e des lois d’e´tat, a` savoir p et T ), nous devons pouvoir
de´duire le vecteur w du vecteur v. Nous y parvenons graˆce aux ope´rations suivantes,
en notant v = (v1, v2, v3) :
ρ = v1, u =
v2
v1
, e =
v3
v1
− 1
2
(v2
v1
)2
qui nous ame`nent a` e´crire :
v1 = ρ(p, T ) (2.37)
v3
v1
− 1
2
(
v2
v1
)2
= e(p, T ). (2.38)
Ce syste`me a priori non line´aire d’inconnues p et T peut eˆtre re´solu par une me´thode
de Newton, ce qui nous permet d’en de´duire le vecteur w. Il nous faut aussi, aﬁn de
de´terminer l’expression de la matrice J(v), connaˆıtre les expressions des de´rive´es des
coordonne´es du vecteur w par rapport a` celles du vecteur v. En eﬀet le vecteur F (v)
ne s’exprime simplement qu’en fonction des coordonne´es du vecteur w. Dans ce but,
il suﬃt de calculer et d’inverser la matrice ∂v∂w contenant les de´rive´es des coordonne´es
de v par rapport a` celles de w. On remarque que son expression fera intervenir les
de´rive´es des lois d’e´tat, ce qui constitue une diﬃculte´ lorsque celles-ci sont tabule´es.
2.10.3 Quatre e´quations
Le mode`le a` quatre e´quations traite les proble`mes a` deux espe`ces et sans e´nergie.
On e´crit pour chacune des deux espe`ces une loi de conservation de la masse et une loi
de conservation de quantite´ de mouvement. Ici nous n’ajoutons pas la conservation de
l’e´nergie, car nous conside´rons que l’e´tat du syste`me suit une e´volution isentropique,
ce qui implique que les lois d’e´tat relient directement la masse volumique a` la pression
(ρa(p), ρw(p)). On note que la pression est la meˆme pour les deux espe`ces, et que les
deux lois d’e´tat correspondant aux deux espe`ces sont a priori distinctes. Les lois de
conservation s’e´crivent ainsi :
∂(αaρa)
∂t
+
∂(αaρaua)
∂x
= 0, (2.39)
∂(αwρw)
∂t
+
∂(αwρwuw)
∂x
= 0, (2.40)
∂(αaρaua)
∂t
+
∂(αaρau
2
a)
∂x
+ αa
∂p
∂x
= αa ρa g, (2.41)
∂(αwρwuw)
∂t
+
∂(αwρwu
2
w)
∂x
+ αw
∂p
∂x
= αw ρw g, (2.42)
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ou` g de´signe l’acce´le´ration de pesanteur. En raison des derniers termes des deux
e´quations de conservation de la quantite´ de mouvement, faisant intervenir des frac-
tions volumiques a` l’exte´rieur des de´rive´es spatiales, ce syste`me n’est pas conservatif
et ne´cessitera l’e´criture d’une matrice C(v) non nulle (cf. e´quation (2.9)). Comme vu
dans les sections 2.7 et 2.8, le choix de cette matrice C(v) n’est pas ﬁxe´ mais de´pend
de l’expression du ﬂux F (v). De fac¸on naturelle, on pourrait e´crire :
F (v) =
(
αaρaua, αwρwuw, αa(ρau
2
a + p), αw(ρwu
2
w + p)
)
.
Mais alors rien ne nous assurerait que la matrice J(v) (ou J∗(v) dans le cas avec AMR)
soit inversible. Nous introduisons le parame`tre π(t) ne de´pendant que du temps, et nous
e´crivons :
F (v) =
(
αaρaua, αwρwuw, αa(ρau
2
a + p− π), αw(ρwu2w + p− π)
)
,
ce qui nous donne :
C(v) = −(p− π)


0 0 0 0
0 0 0 0
αa,1 αa,2 αa,3 αa,4
αw,1 αw,2 αw,3 αw,4

 , (2.43)
ou` nous avons note´, pour i allant de 1 a` 4, αa,i la de´rive´e de αa par rapport a` la i-e`me
coordonne´e de v, et αw,i la de´rive´e de αw par rapport a` cette meˆme coordonne´e.
Calcul de π sans AMR Il nous faut choisir un parame`tre π(t) qui optimise les
proprie´te´s d’inversibilite´ de la matrice J(v) en tout point du domaine. Nous allons
dans ce but commencer par de´terminer un parame`tre π local en chaque cellule du
maillage, qui optimisera les proprie´te´s d’inversibilite´ de la matrice J(v) en assurant
a` son de´terminant une valeur suﬃsamment grande (les de´tails sont donne´s dans [1]).
Nous calculons dans ce but une expression analytique de π fonction des coordonne´es
du vecteur w, et notons π0 la fonction qui a` ω associe ce parame`tre π local. De ce calcul
des parame`tres π locaux nous devons de´duire un parame`tre π global - rappelons que π
ne doit de´pendre que du temps -. Nous pouvons pour cela conside´rer le minimum des
parame`tres π locaux, apre`s nous eˆtre assure´s du caracte`re aﬃne et de´croissant de la
relation liant le parame`tre π local au de´terminant de J(v). Une fois encore, le lecteur
est renvoye´ a` [1] pour plus de de´tails.
Calcul de π avec AMR Il nous faut maintenant nous assurer que J∗(v, λ) soit
inversible en suivant le meˆme processus, ce qui fera ne´cessairement de´pendre le pa-
rame`tre π local de λ en plus de ω. Nous notons π∗ la fonction qui a` (ω, λ) associe le
parame`tre π local pour le cas avec AMR. Nous allons maintenant tenter de de´duire
son expression de celle de π0, pour nous e´pargner le calcul formel. En vertu de (2.23),
nous savons que les matrices j∗(ω, λ) et j
(
hλ(ω)
)
sont semblables. Elles ont donc le
meˆme de´terminant et les meˆmes proprie´te´s d’inversibilite´. Rappelant que π∗(ω, λ) doit
optimiser les proprie´te´s d’inversibilite´ de j∗(ω, λ) en jouant sur son de´terminant, et
qu’il en va de meˆme de π0
(
hλ(ω)
)
vis a` vis de j
(
hλ(ω)
)
, nous pouvons alors e´crire :
π∗(ω, λ) = π0
(
hλ(ω)
)
.
58
L’expression analytique de la fonction π0 e´tant d’ores et de´ja` connue (donne´e dans [1]),
la ge´ne´ralisation du calcul du parame`tre π local aux cas avec AMR ne ne´cessite pas
de calcul formel supple´mentaire. Par ailleurs, pour les meˆmes raisons que dans le cas
sans AMR, le parame`tre π global peut eˆtre pris e´gal au minimum des parame`tres π
locaux.
Nous e´crivons ﬁnalement, apre`s avoir calcule´ et ﬁxe´ un parame`tre π ne de´pendant
que de notre ite´ration courante :
∂v
∂t
+
∂F (v)
∂x
+ C(v)
∂v
∂x
= 0 (2.44)
avec :
• v = (αaρa, αwρw, αaρaua, αwρwuw),
• F = (αaρaua, αwρwuw, αa(ρau2a + p− π), αw(ρwu2w + p− π)),
• w = (αa, ua, uw, p),
• hλ est la bijection qui a` w = (αa, ua, uw, p) associe
(αa, ua − λ, uw, p).
La matrice M(λ) s’e´crit :
M(λ) =


1 0 0 0
0 1 0 0
−λ 0 1 0
0 −λ 0 1

 . (2.45)
Une fois encore, l’ensemble des variables thermodynamiques du proble`me ne se
de´duisant simplement que des coordonne´es du vecteur w, il nous faut pouvoir le
de´terminer a` partir de la donne´e de v, seul vecteur re´actualise´ par l’application du
sche´ma nume´rique. Pour cela nous notons v = (v1, v2, v3, v4) et nous e´crivons :
ua =
v3
v1
, uw =
v4
v2
.
La relation αa + αw = 1 peut s’e´crire :
v1
ρa(p)
+
v2
ρw(p)
= 1, (2.46)
e´quation a priori non line´aire d’inconnue p, que l’on peut re´soudre par une me´thode de
Newton. On de´duit de sa re´solution, par l’interme´diaire des lois d’e´tat, les donne´es de
ρa et ρw. Il ne nous reste plus qu’a` de´terminer αa, qui s’e´crit naturellement αa =
v1
ρa
.
Par ailleurs, ici aussi, aﬁn de de´terminer l’expression des matrice J(v) et C(v), il nous
faut connaˆıtre les expressions des de´rive´es des coordonne´es du vecteur w par rapport
a` celles du vecteur v. Comme pour le mode`le a` trois e´quations, il suﬃt de calculer et
d’inverser la matrice ∂v∂w contenant les de´rive´es des coordonne´es de v par rapport a`
celles de w. Les expressions re´sultantes de´pendront des lois d’e´tat et de leurs de´rive´es.
Plus ge´ne´ralement, on peut de´cliner ainsi nombre de mode`les, plus ou moins com-
plexes en fonction du nombre d’espe`ces conside´re´es, de leur caracte`re monophasique ou
multiphasique, de la prise en compte ou non d’une tempe´rature dans la loi d’e´tat, de
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l’homoge´ne´ite´ ou non des tempe´ratures entre phases... L’inte´reˆt de la the´orie pre´sente´e
dans la section 2.9 est de de´cliner sans eﬀorts l’adaptation des donne´es de ces mode`les
au mouvement des mailles, a` partir de leurs e´quivalents sans mouvement de mailles.
Nous avons vu en particulier, dans la section 2.9, que l’adaptation des matrices E et
J e´tait aise´e, et dans ce paragraphe sur le mode`le a` quatre e´quations, que l’adapta-
tion du parame`tre π n’e´tait pas plus complique´e. Mais au dela` de cet inte´reˆt pratique,
l’assurance de maintenir telle quelle l’expression analytique du parame`tre π, a` la sous-
traction pre`s de la vitesse de maillage aux vitesses physiques, nous permet d’aﬃrmer
que la transition du parame`tre π local au parame`tre π global est toujours possible, et
demeure identique. Cette the´orie peut s’appliquer a` tous les mode`les qui ve´riﬁent l’hy-
pothe`se d’invariance galile´enne, ce qui est en ge´ne´ral naturellement le cas. En revanche,
l’introduction artiﬁcielle du parame`tre π, que nous avons vu ne pas poser de diﬃculte´
particulie`re pour le mode`le a` quatre e´quations, invalidera cette proprie´te´ d’invariance
galile´enne pour le mode`le a` 7 e´quations que nous pre´senterons dans la section 3.2,
ou du moins nous obligera pour la respecter a` complexiﬁer conside´rablement la mise
en œuvre de ce mode`le. Ce constat nous interdit pour l’instant d’ope´rer avec succe`s
notre strate´gie de mise en place de l’AMR sur ce dernier mode`le. Les de´tails sur cette
diﬃculte´ seront donne´s dans la sous-section 3.2.3.
2.11 Comparaison des me´thodes de remaillage
Nous utilisons le mode`le d’advection pre´sente´ dans la sous-section 2.30. Il s’agit
simplement de re´soudre l’e´quation :
∂ρ
∂t
+ u
∂ρ
∂x
= 0,
ou` l’unique inconnue est ρ. Nous avons applique´ ce mode`le au de´placement d’un cre´neau
entraˆıne´ par une vitesse unitaire au sein d’un domaine de longueur 1. Les diﬀe´rentes
me´thodes de calcul du mouvement du maillage, pre´sente´es plus haut, ont e´te´ teste´es.
Nous avons en particulier obtenu les re´sultats suivants :
Nombre de cellules Me´thode erreur L2 Temps CPU en s
100 Sans AMR 0.18 2.17
De Boor 0.11 2.68
MMPDE directe 0.078 2.67
MMPDE inverse 0.077 2.65
500 Sans AMR 0.11 7.18
De Boor 0.146 18.5
MMPDE directe 0.051 65.3
MMPDE inverse 0.058 39.4
5000 Sans AMR 0.04 404
De Boor 0.18 436
MMPDE directe 0.058 432
MMPDE inverse 0.078 435
Les cas a` 5000 cellules avec AMR ont duˆ eˆtre traite´s en implicite - pour la plupart
des ite´rations - car la condition de stabilite´ pre´sente´e dans la section 2.5 n’e´tait pas
ve´riﬁable, y compris en jouant sur le pas de temps. Nous remarquons que l’utilisation
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de l’AMR dans ce cas ne pre´sente plus d’inte´reˆt, car alors les gains en terme de taille
de maille deviennent faibles devant les pertes de pre´cision lie´s a` la modiﬁcation du
sche´ma nume´rique. Ce phe´nome`ne apparaˆıt de`s 500 cellules pour la me´thode de De
Boor.
Pour chaque me´thode, nous avons utilise´ les parame`tres qui minimisaient l’erreur
L2. Les courbes obtenues pour un maillage a` 100 e´le´ments sont les suivantes :
Au vu de ces re´sultats, nous utiliserons par la suite des e´quations diﬀe´rentielles de
maillage (MMPDE). La meilleure qualite´ des re´sultats avec cette me´thode s’explique
par le fait qu’on a pu diminuer le parame`tre α (e´quation (2.1)) de la fonction de
controˆle et atte´nuer son lissage pour qu’elle soit plus repre´sentative des variations de
la solution physique, tout en controˆlant l’amplitude du mouvement des mailles par la
gestion du parame`tre τ (e´quation (2.6)).
2.12 Cas test de Sod
Nous avons par la suite teste´ cette me´thodologie sur le mode`le des e´quations d’Euler
avec e´nergie, pre´sente´ dans la sous-section 2.10.2, qui a l’avantage d’eˆtre conservatif,
ce qui signiﬁe que la matrice C de l’e´quation (2.9) est nulle. Le cas test de Sod a e´te´
conside´re´. Il s’agit d’un domaine 1D de longueur 1, contenant initialement un mate´riau
1 a` gauche et un mate´riau 2 a` droite, se´pare´s par une interface a` mi-distance et tous
deux constitue´s d’un gaz parfait de coeﬃcient γ = 1.4. Notant ρ la masse volumique, p
la pression et e l’e´nergie interne massique, cette loi d’e´tat s’e´crit p = (γ−1) ρ e. Notons
que rien ne nous interdit, pour rester dans le cadre the´orique de la pre´sentation du
mode`le a` trois e´quations, de de´composer cette loi d’e´tat en deux lois reliant l’e´nergie
61
interne et la masse volumique a` la pression et la tempe´rature. Nous pouvons introduire
par exemple le parame`tre de capacite´ massique Cv, dont la valeur n’inﬂuera pas sur
notre re´sultat, et e´crire :
• e(p, T ) = Cv T .
• ρ(p, T ) = p(γ−1) Cv T .
A l’e´tat initial le mate´riau 1 a une masse volumique ρ1 = 1, une vitesse u1 = 0 et
une pression p1 = 1, tandis que le mate´riau 2 a pour proprie´te´s ρ2 = 0.125, u2 = 0
et p2 = 0.1. Le temps ﬁnal est 0.2. Nous imposons de part et d’autre du domaine des
conditions aux limites de Neumann homoge`nes, qui n’auront toutefois par d’importance
car nous verrons que le temps ﬁnal de 0.2s ne laisse pas le temps a` l’information
d’atteindre le bord du domaine depuis la discontinuite´. Il s’agit d’un proble`me de
Riemann monodimensionnel commune´ment utilise´ pour tester la pre´cision des codes
de me´canique des ﬂuides. Il est particulie`rement inte´ressant car malgre´ sa simplicite´
apparente, il pre´sente trois phe´nome`nes dont la re´solution peut s’ave´rer diﬃcile, et que
l’on peut de´crire qualitativement ainsi :
1. La discontinuite´ de contact se maintiendra au cours du temps, mais sa position
variera. La pression initiale e´tant plus importante a` gauche, elle se dirigera vers
la droite. En dehors de l’instant initial, la pression et la vitesse seront conti-
nues a` travers la surface, seules la masse volumique et l’e´nergie interne seront
discontinues.
2. Une discontinuite´ correspondant a` onde de choc se cre´era au niveau de l’interface
au temps initial et parcourra le domaine vers la droite a` la vitesse du son, soit
plus rapidement que la discontinuite´ de contact. Au travers de cette onde de
choc, toutes les quantite´s (ρ, u, p, e) sont en ge´ne´ral discontinues.
3. Paralle`lement, une onde de rare´faction (ne pre´sentant pas de discontinuite´)
se propagera vers la gauche. L’extre´mite´ gauche de cette onde se de´placera
e´galement a` la vitesse du son.
Cette e´volution se traduira par la pre´sence de quatre paliers aux e´tats thermodyna-
miques uniformes, comme illustre´ ci-dessous pour le proﬁl de masse volumique. Les
nume´ros correspondent a` ceux de l’e´nume´ration ci-dessus.
62
Davantage de de´tails sur ce cas sont donne´s dans [12]. La solution analytique est
de´cline´e dans [14]. Les e´le´ments suivants peuvent aider a` sa compre´hension :
• La vitesses de propagation de l’extre´mite´ gauche de l’onde de rare´faction est
donne´e par la vitesse du son dans l’e´tat thermodynamique initial de la partie
gauche du domaine, a` savoir c1 =
√
γ p1ρ1 .
• La vitesses de propagation de l’onde de choc est donne´e par la vitesse du son
dans l’e´tat thermodynamique initial de la partie droite du domaine, a` savoir
c2 =
√
γ p2ρ2 .
• A droite de l’onde de choc et a` gauche de l’onde de rare´faction, l’information
provenant de la discontinuite´ initiale n’a pas encore e´te´ transmise, sa vitesse
e´tant borne´e par celle du son. Les e´tats thermodynamiques sont donc inchange´s.
• Les e´tats thermodynamiques a` droite et a` gauche du choc sont lie´s par la relation
de Rankine Hugoniot. Ainsi, notant Γ = γ−1γ+1 et β =
γ−1
2γ , ρg et rhod les masses
volumiques a` gauche et a` droite du choc, ainsi que pg et pd les pressions a` gauche
et a` droite du choc, nous avons :
ρg = ρd
pg + Γ pd
pd + Γ pg
.
Or en vertu du point pre´ce´dent nous savons que l’e´tat thermodynamique a` droite
de l’onde de choc n’a pas change´ depuis l’e´tat initial, donc :
ρg = ρ2
pg + Γ p2
p2 + Γ pg
.
• La discontinuite´ de contact ne correspondant pas a` une onde de choc (sauf a`
l’instant initial), on a continuite´ de la pression de part et d’autre. On en de´duit
que les deux paliers a` sa gauche et a` sa droite ont pour pression la valeur pg
de´ﬁnie au point pre´ce´dent.
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La valeur de la pression pg, en revanche, ne s’exprime pas par une relation simple, mais
comme solution de l’e´quation :
(
pg − p2
) √ 1− Γ
ρ2 (pg + Γ p2)
=
(
pβ1 − pβg
)√(1− Γ2) p1/γg
Γ2 ρ1
. (2.47)
La masse volumique (dont on de´duit la pression graˆce a` la loi d’e´tat) au niveau de
l’onde de rare´faction est donne´e par la relation suivante, ou` l’on a note´ x l’abscisse
conside´re´e, t le temps, et x0 la position initiale de la discontinuite´ de contact (dans
notre cas, x0 = 0.5) :
ρ
ρ1
=
(
1− γ − 1
γ + 1
(x− x0
c1 t
+ 1
)) 2γ−1
,
ou` l’on rappelle que c1 =
√
γ p1ρ1 .
Le cas test de Sod a e´te´ re´solu par la me´thode VFFC, avec et sans AMR. Pour
les cas avec AMR, la me´thode de mouvement de maillage utilise´e est une e´quation
diﬀe´rentielle de maillage, plus pre´cise´ment la me´thode MMPDE directe pre´sente´e dans
la sous-section 2.6.1. Par ailleurs, pour obtenir la solution analytique, l’e´quation (2.47)
a e´te´ re´solue par une me´thode de Newton standard. Les re´sultats obtenus sont les
suivants, l’erreur e´tant calcule´e par norme L2 adimensionne´e de la diﬀe´rence des proﬁls
de masse volumique the´oriques et calcule´s.
Nombre de cellules Me´thode erreur L2 Temps CPU en s
100 Sans AMR 0.035 0.49
Avec AMR 0.013 4.63
1000 Sans AMR 0.014 26.5
Avec AMR 0.0071 434
Nous remarquons ici que les cas AMR 1000 mailles et sans AMR 100 mailles oﬀrent
une pre´cision a` peu pre`s e´quivalente (cf. valeurs en gras). Nous pouvons alors conclure
que la mise en place de l’AMR nous a fait gagner un facteur 6 en temps de calcul, a`
pre´cision donne´e. Par ailleurs les gains en me´moire consomme´e atteignent probable-
ment un facteur 10, le nombre de valeurs stocke´es par cellule e´tant peu diﬀe´rent avec
et sans AMR.
La ﬁgure suivante pre´sente les courbes obtenues pour ces quatre cas, ainsi que l’e´tat
des maillages AMR au temps ﬁnal et la solution the´orique :
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Aﬁn de mieux distinguer les diﬀe´rences entre les cas, la courbe suivante pre´sente
les meˆmes proﬁls en centrant l’e´chelle autour de la premie`re discontinuite´ de masse
volumique :
Nous voyons ici que la mise en place de la me´thode AMR oﬀre une ame´lioration
signiﬁcative de la qualite´ du re´sultat, a` nombre de mailles ﬁxe´. Nous nous attacherons
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dans le prochain exemple a` observer quelle augmentation du nombre d’e´le´ments peut
compenser l’absence d’utilisation de la me´thode AMR, et a` comparer les temps CPU
correspondant.
2.13 Cas test de Ransom
Nous avons ﬁnalement teste´ les de´veloppements pre´ce´dents sur le mode`le a` quatre
e´quations, non conservatif, qui a e´te´ pre´sente´ dans la sous-section 2.10.3 et conside`re un
me´lange de deux ﬂuides en e´volution isentropique. En particulier, nous nous sommes
inte´resse´s au cas test de Ransom, dont une solution analytique approche´e est connue.
Il s’agit d’un tube vertical de 12 m, dans lequel un jet de me´lange air/eau tombe sous
l’action de la gravite´. On note :
• p la pression.
• αa et αw les fractions volumiques d’air et d’eau (αa + αw = 1).
• ua et uw les vitesses de l’air et de l’eau.
• ρa et ρw les masses volumiques de l’air et de l’eau.
On ﬁxe en haut du domaine une vitesse d’injection d’eau uw = 10 m.s
−1 (vers le
bas), une vitesse nulle de l’air (ua = 0), ainsi qu’une fraction volumique d’eau de 0.8
(i.e. αa = 0.2, αw = 0.8). Le fond du tube est ouvert a` la pression ambiante : on lui
impose p = 105Pa. Les variables dont les conditions aux limites n’ont pas e´te´ spe´ciﬁe´es
ici obe´issent a` des conditions de Neumann homoge`nes.
La masse volumique initiale de l’air est ρa,0 = 1.078kg.m
−3, celle de l’eau est ρw,0 =
1000kg.m−3. La pression initiale est p0 = 10
5Pa. La fraction volumique d’eau initiale
est αw,0 = 0.8 (i.e. αa,0 = 0.2 pour l’air).
Les lois d’e´tat utilise´es sont, pour l’eau, une masse volumique constante, et pour
l’air, une loi des gaz parfaits isentropique de constante γ = 1.4. Cette dernie`re loi
peut s’e´crire, en notant p et p0 les pressions courante et initiale, ρ et ρ0 les masses
volumiques courante et initiale : pp0 =
(
ρ
ρ0
)γ
. Par ailleurs, l’intensite´ de la gravite´ est
prise e´gale a` 9.81m.s−2.
Lors de l’e´tat transitoire, l’action de la gravite´ sur l’eau a davantage d’eﬀet en bas du
domaine, car la condition impose´e a` la limite infe´rieure, a` savoir une pression ambiante,
n’oﬀre pas de re´sistance a` la chute. L’eau tombe donc plus vite en bas qu’en haut, ce
qui cre´e un aﬃnement du jet dans la partie basse, et induit le de´placement d’un volume
de gaz du haut vers le bas. Finalement, un e´tat stationnaire est atteint, pour lequel la
fraction volumique d’air croˆıt du haut vers le bas.
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Il est a` noter que ce cas sera traite´ comme un cas monodimensionnel, pour lequel
les importances relatives des volumes d’eau et d’air pour une tranche horizontale du
tube sont donne´es par les variables αa et αw.
En faisant l’hypothe`se de l’absence de variations de pression dans le liquide, ce cas
dispose d’une solution analytique. Nous nous inte´resserons particulie`rement dans la
suite aux proﬁls de fraction volumique d’air, pour lesquels cette solution s’e´crit :
αg(x, t) =
{
1− αw,0 uw,0√
u2w,0+2 g (x−x0)
si x < x0 + uw,0 (t− t0) + g2 (t− t0)2
1− αw,0 sinon
(2.48)
ou` l’on a note´ x0 l’abscisse de l’extre´mite´ haute du tube, dans notre cas e´gale a` 0. Plus
de de´tails sur ce cas sont disponibles dans [6].
Des tests ont e´te´ eﬀectue´s avec la me´thode VFFC couple´e aux e´quations diﬀe´rentielles
de maillage, et plus pre´cise´ment la version MMPDE inverse pre´sente´e dans la sous-
section 2.6.1. Nous avons compare´ les re´sultats avec ceux obtenus lorsque le mouvement
des mailles est programme´ pour correspondre parfaitement a` la solution analytique.
Ainsi dans la suite, la de´nomination AMR manuel indique une adaptation artiﬁcielle
a` la solution du cas test, par opposition a` AMR automatique qui indique la me´thode
standard. Pour chacun des tests re´alise´s, nous nous sommes arreˆte´s apre`s un temps de
0.5 s. Le temps de calcul a e´te´ mesure´ et l’erreur L2 par rapport a` la solution the´orique
calcule´e.
Nombre de cellules Me´thode erreur L2 Temps CPU en s
100 Sans AMR 0.12 25
Avec AMR automatique 0.09 117
Avec AMR manuel 0.05 235
300 Sans AMR 0.09 228
Avec AMR automatique 0.063 1332
Avec AMR manuel 0.037 3265
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Nous remarquons notamment que les cas AMR 100 mailles et sans AMR 300 mailles
oﬀrent une pre´cision e´quivalente, alors que ce dernier cas consomme un temps de calcul
environ deux fois plus important (cf. valeurs en gras). Quant a` la me´moire utilise´e, en
conside´rant qu’elle est proportionnelle au nombre de cellules, la mise en place de l’AMR
la re´duit d’un facteur 3 a` pre´cision donne´e. Le temps de calcul indique´ pour le cas avec
programmation du mouvement du maillage (AMR manuel) n’est pas a` conside´rer, car
la me´thode employe´e pour de´terminer l’e´volution de ce mouvement, tre`s couˆteuse en
temps, aurait sans doute pu eˆtre optimise´e. Par ailleurs la pre´cision obtenue dans ce
dernier cas est a` analyser avec pre´caution, e´tant entendu qu’on ne saurait la reproduire
sur un cas quelconque.
La ﬁgure ci-dessous pre´sente le proﬁl spatial de la fraction volumique de gaz dans
les diﬀe´rents cas, apre`s un temps de 0.5s. Les diﬀe´rents maillages correspondant a` cet
instant sont e´galement repre´sente´s.
Aﬁn de mieux distinguer les diﬀe´rences entre les cas, la courbe suivante pre´sente
les meˆmes proﬁls en centrant l’e´chelle autour de la discontinuite´ :
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Tout cela montre l’inte´reˆt de la mise en œuvre de l’AMR, y compris pour les
mode`les non conservatifs.
2.14 Conclusion et perspectives
Cette partie avait pour objectif l’adaptation du sche´ma nume´rique V FFC au cas
des maillages mobiles. Deux proble`mes se posent, d’une part la fac¸on dont le maillage
doit e´voluer, d’autre part la fac¸on dont le sche´ma nume´rique doit eˆtre modiﬁe´ pour
prendre en compte cette e´volution. Pour le premier point, nous avons eﬀectue´ un travail
bibliographique - base´ principalement sur [7] - et teste´ diﬀe´rentes me´thodes, pour
ﬁnalement centrer notre choix sur les e´quations diﬀe´rentielles de maillage (MMPDE).
L’adaptation du sche´ma nume´rique V FFC au cas d’un maillage mobile est simple
et intuitive dans le cas d’un mode`le conservatif. Il s’agit principalement de modiﬁer le
ﬂux traversant la face d’une cellule de fac¸on a` prendre en compte la matie`re qu’elle
traverse en raison de son mouvement. Au prix d’une le´ge`re modiﬁcation des mode`les,
on obtient un sche´ma aussi robuste que celui traitant les cas sans mouvement de maille,
et on constate une grande eﬃcacite´ de la re´solution avec maillage mobile sur des cas
tests classiques tels celui de Sod.
L’adaptation du sche´ma nume´rique V FFC au cas d’un maillage mobile est en re-
vanche plus de´licate pour les mode`les non conservatifs. Avant d’introduire l’approche
globale et the´orique pre´sente´e ci-dessus, des me´thodes plus simples avaient e´te´ envi-
sage´es, mais aucune ne pre´sentait la robustesse que l’on devait attendre d’une telle
me´thode. En particulier, nous n’avons pu mener a` bien le cas test de Ransom autre-
ment qu’en de´ﬁnissant et calculant ﬁnement les nouvelles matrices E∗ et J∗ introduites
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dans le cœur de cette partie. Cela nous a amene´s, aﬁn de conserver leur simplicite´ et
leurs proprie´te´s par rapport aux cas sans maillage mobile, a` produire des re´sultats
ge´ne´raux sur ces matrices, issus de la proprie´te´ d’invariance galile´enne des mode`les
rencontre´s.
Mais au dela` de ce cas test the´orique, l’application que nous visions e´tait l’utilisation
d’un sche´ma AMR non conservatif ﬁable pour la propagation des ondes de de´tonation
dans les mousses. Pour des raisons que nous avons e´voque´es dans la sous-section 2.10.3
et que nous reprendrons dans la sous-section 3.2.3, cette application n’a pas pu voir le
jour de fac¸on satisfaisante. Pour principale cause de ce constat, citons l’introduction
artiﬁcielle du parame`tre π (cf. sous-section 2.10.3) dans le mode`le standard, ope´re´e
a` des ﬁns de stabilite´ nume´rique du sche´ma, qui invalide la proprie´te´ d’invariance
galile´enne dont nous nous servions pour obtenir des expressions simples de E∗ et J∗.
Des eﬀorts supple´mentaires devront eˆtre re´alise´s sur ce point.
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Chapitre 3
Couplage
3.1 Introduction
Ce travail a pour but la simulation eﬃcace de la propagation des ondes de de´tonation
dans les mousses aqueuses, sujet dont l’inte´reˆt a vu le jour lorsqu’il a e´te´ constate´ qu’un
tel mate´riau disposait de bonnes proprie´te´s d’atte´nuation, en plus d’une capacite´ a` rete-
nir les produits chimiques dangereux issus d’une explosion. L’e´coulement au sein d’une
mousse aqueuse est complexe, ce milieu e´tant compose´ de trois ﬂuides : l’air, l’eau
liquide et sa vapeur. L’atte´nuation de l’explosion est notamment due au phe´nome`ne
suivant : l’e´nergie produite, initialement me´canique, est convertie en chaleur latente
et entraˆıne l’e´vaporation de l’eau liquide. Alors que seuls des travaux expe´rimentaux
avaient jusqu’a` re´cemment e´te´ entrepris pour comprendre ces phe´nome`nes, et plus
spe´ciﬁquement de´terminer la nature de la mousse a` mettre en place autour d’un explosif
donne´ aﬁn d’assurer une protection suﬃsante, un travail de recherche plus approfondi -
dans lequel nous nous inscrivons - a vu le jour, avec pour ﬁnalite´ la mise en place d’un
outil de simulation pre´cis et eﬃcace [6]. Il s’agit de la premie`re approche nume´rique vi-
sant a` repre´senter ﬁnement les interactions entre les trois ﬂuides en pre´sence, y compris
les changements de phase, par un mode`le multi-ﬂuides avec de´se´quilibre entre phases.
Le mode`le cre´e´ dans le cadre de ce projet de recherche, appele´ dans la suite mode`le
a` 7 e´quations, conside`re une vitesse et une tempe´rature propres a` chaque phase, les
he´te´roge´ne´ite´s e´tant notables dans les conditions extreˆmes de tempe´rature et de pres-
sion ou` nous nous plac¸ons. Cependant, a` distance suﬃsante de la charge, on peut faire
l’hypothe`se d’une unique tempe´rature et d’une unique vitesse. Apparaˆıt alors l’op-
portunite´ d’utiliser un mode`le simpliﬁe´ dans ces re´gions, que nous appellerons mode`le
homoge`ne. Cette partie vise a` de´crire les deux mode`les e´voque´s, a` pre´senter la mise en
œuvre concre`te du mode`le homoge`ne - qui n’avait pas e´te´ ope´re´e avant ces travaux de
the`se, contrairement au cas du mode`le a` 7 e´quations -, et a` proposer une me´thodologie
pour coupler ces deux mode`les dans le but d’une meilleure eﬃcacite´ de temps de calcul
et de me´moire utilise´e. Une des diﬃculte´s que nous aurons a` traiter sera la mobilite´
de la position pertinente de la frontie`re entre mode`les.
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3.2 Mode`le a` 7 e´quations
3.2.1 Description du mode`le
Le mode`le a` 7 e´quations sert a` de´crire de manie`re comple`te et pre´cise l’e´volution
d’un syste`me compose´ d’air, d’eau liquide et de vapeur d’eau, le tout en de´se´quilibre
thermodynamique. Les seules hypothe`ses faites sont l’unicite´ de la tempe´rature et
de la vitesse pour les formes gazeuses. La phase liquide dispose, en revanche, d’une
tempe´rature et d’une vitesse spe´ciﬁques. Nous nous plac¸ons ici dans le cas monodi-
mensionnel. Nous notons dans la suite :
• αa, αw et αs les fractions volumiques respectives de l’air, de l’eau liquide et de
la vapeur d’eau.
• αg la fraction volumique de gaz, i.e. αg = αa + αs.
• ρa, ρw et ρs les masses volumiques respectives de l’air, de l’eau liquide et de la
vapeur d’eau.
• ρg la masse volumique du gaz, i.e. αg ρg = αa ρa + αs ρs.
• δ = αa ρa − αs ρs.
• p la pression, commune aux trois espe`ces.
• ea, ew et es les e´nergies internes spe´ciﬁques respectives de l’air, de l’eau liquide
et de la vapeur d’eau.
• Ea, Ew et Es les e´nergies totales spe´ciﬁques respectives de l’air, de l’eau liquide
et de la vapeur d’eau.
• Ha,Hw etHs les enthalpies totales spe´ciﬁques respectives de l’air, de l’eau liquide
et de la vapeur d’eau.
• eg l’e´nergie interne spe´ciﬁque du gaz, i.e. αg ρg eg = αa ρa ea + αs ρs es.
• Eg l’e´nergie totale spe´ciﬁque du gaz, i.e. Eg = eg + 12 ρg u2g.
• Hg l’e´nergie totale spe´ciﬁque du gaz, i.e. Hg = Eg + pρg .• uw et ug les vitesses du liquide et du gaz.
• Tw et Tg les tempe´ratures du liquide et du gaz.
Conservation de la masse Elle s’e´crit naturellement pour l’air :
∂αaρa
∂t
+
∂αaρaug
∂x
= 0. (3.1)
Les conservations des masses d’eau liquide et de vapeur d’eau s’e´crivent quant a` elles,
respectivement :
∂αwρw
∂t
+
∂αwρwuw
∂x
= −Qs, (3.2)
∂αsρs
∂t
+
∂αsρsug
∂x
= Qs, (3.3)
ou` Qs de´signe la production volumique par unite´ de temps de vapeur d’eau, sous l’eﬀet
de l’e´vaporation. Le terme Qs sera de´pendant des variables thermodynamiques et du
mode`le d’e´vaporation choisi. Il va de soi que si l’on additionne les deux expressions
(3.2) et (3.3), ces termes sources s’annulent. Par ailleurs, si l’on additionne (3.1) et
(3.3), on obtient :
∂αgρg
∂t
+
∂αgρgug
∂x
= Qs. (3.4)
On peut e´galement e´crire par soustraction des expressions (3.1) et (3.3) :
∂δ
∂t
+
∂δug
∂x
= −Qs. (3.5)
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Dans l’e´tablissement du mode`le, aﬁn de rendre non de´ge´ne´re´s les cas ou` la fraction
volumique de vapeur d’eau est nulle, nous substituerons aux expressions (3.1) et (3.3)
les expressions (3.4) et (3.5).
Conservation de la quantite´ de mouvement Nous rappelons que nous conside´rons
une unique vitesse pour les deux espe`ces en phase gazeuse, ce qui nous permet de
n’e´crire qu’une e´quation pour cette phase :
∂αgρgug
∂t
+
∂αgρgu
2
g
∂x
+ αg
∂p
∂x
= Qs ui + Cdrag (uw − ug). (3.6)
La variable ui de´signe une vitesse d’interface entre le gaz et le liquide, classiquement
prise e´gale a` αg ug + αw uw. Nous conside´rons qu’un volume de liquide en cours
d’e´vaporation e´volue a` cette vitesse, ce qui explique qu’il faille ajouter la quantite´ Qs ui
a` la quantite´ de mouvement globale du gaz. Le terme Cdrag (uw−ug) correspond a` une
perte ou un gain de quantite´ de mouvement lie´s au freinage ou a` l’entraˆınement du gaz
par le liquide. La valeur de Cdrag est positive, de´pend des variables thermodynamiques
du proble`me et est en ge´ne´ral proportionnelle a` la valeur absolue de la diﬀe´rence entre
la vitesse du gaz et la celle du liquide [6]. Nous remarquons que, de meˆme que pour le
mode`le a` quatre e´quations - dont nous avons fait connaissance dans la section 2.10 -,
la fraction volumique de gaz pre´sente en dehors de la de´rive´e spatiale rend le syste`me
non conservatif. De fac¸on syme´trique, nous pouvons e´crire pour le liquide :
∂αgρgug
∂t
+
∂αgρgu
2
g
∂x
+ αg
∂p
∂x
= −Qs ui + Cdrag (ug − uw), (3.7)
et nous notons une fois de plus que les termes sources s’annulent naturellement lors-
qu’on additionne les expressions de conservation de quantite´ de mouvement (3.6) et
(3.7).
Conservation de l’e´nergie Comme pour la vitesse, nous ne conside´rons qu’une
tempe´rature pour les deux espe`ces en phase gazeuse, ce qui nous permet de n’e´crire
qu’une e´quation de conservation de l’e´nergie pour cette phase :
∂αgρgug
∂t
+
∂αgρg Hg ug
∂x
+ p
∂αg
∂t
= Qs
(
his +
u2i
2
)
+ Cdrag (uw − ug) ui +Qis. (3.8)
Le terme Qs
(
his +
u2i
2
)
correspond a` l’e´nergie apporte´e a` la phase gazeuse par un
e´ventuel volume de liquide e´vapore´. Le terme
u2i
2 est lie´ a` l’e´nergie cine´tique de ce
volume e´vapore´, tandis que le terme his est lie´ a` la fois a` son e´nergie interne et au travail
me´canique engendre´ par l’e´vaporation. Il de´pend des variables thermodynamiques du
proble`me et du mode`le d’e´vaporation conside´re´. Le terme his correspond en ge´ne´ral a`
l’enthalpie interne massique de saturation de la vapeur d’eau, c’est a` dire celle obtenue
a` partir des lois d’e´tat en maintenant la pression telle quelle et en conside´rant la
tempe´rature de saturation correspondant a` cette pression. Le terme Cdrag (uw−ug) ui
correspond a` l’e´nergie cine´tique gagne´e ou perdue par l’action de la force de traˆıne´e,
elle meˆme induite par la diﬀe´rence de vitesse entre le liquide et le gaz. Enﬁn, le terme
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Qis correspond a` un terme d’e´change de chaleur entre les deux phases, de´pendant des
variables thermodynamiques du proble`me. De fac¸on syme´trique, nous pouvons e´crire
la conservation de l’e´nergie pour la phase liquide :
∂αwρwuw
∂t
+
∂αwρw Hw uw
∂x
+ p
∂αw
∂t
=
−Qs
(
hiw +
u2i
2
)
+ Cdrag (ug − uw) ui +Qiw. (3.9)
De meˆme que pour la vapeur d’eau, le terme hiw correspond en ge´ne´ral a` l’enthalpie
interne massique de saturation de l’eau liquide, et Qiw correspond a` un terme d’e´change
de chaleur de´pendant des variables thermodynamiques du proble`me. Ainsi le mode`le
a` 7 e´quations peut ﬁnalement s’e´crire sous cette forme :
∂δ
∂t
+
∂(δug)
∂x
= −Qs, (3.10)
∂(αgρg)
∂t
+
∂(αgρgug)
∂x
= Qs, (3.11)
∂(αwρw)
∂t
+
∂(αwρwuw)
∂x
= −Qs, (3.12)
∂(αgρgug)
∂t
+
∂(αgρgu
2
g)
∂x
+ αg
∂p
∂x
= Qsui + Cdrag(uw − ug), (3.13)
∂(αwρwuw)
∂t
+
∂(αwρwu
2
w)
∂x
+ αw
∂p
∂x
= −Qsui + Cdrag(ug − uw), (3.14)
∂(αgρgEg)
∂t
+
∂(αgρgHgug)
∂x
+ p
∂αg
∂t
=
Qs
(
his +
|ui|2
2
)
+ Cdrag(uw − ug).ui +Qis,
(3.15)
∂(αwρwEw)
∂t
+
∂(αwρwHwuw)
∂x
+ p
∂αw
∂t
=
−Qs
(
hiw +
|ui|2
2
)
+ Cdrag(ug − uw).ui +Qiw,
(3.16)
syste`me que nous supposons ferme´ par trois lois d’e´tat correspondant aux trois espe`ces
(ρa(p, T ), ea(p, T ), ρw(p, T ), ew(p, T ), ρs(p, T ), es(p, T )), ainsi que par les expressions
des termes sources (Qs, Cdrag, Qis, Qiw) en fonction des variables thermodynamiques
du proble`me.
3.2.2 Re´solution du mode`le
Nous avons remarque´ que le mode`le a` 7 e´quations n’e´tait pas conservatif, en raison
des termes de de´rive´es de pression dans les e´quations de conservation de la quantite´
de mouvement et de l’e´nergie. Ce mode`le peut se formaliser ainsi :
∂v
∂t
+
∂F (v)
∂x
+ C˜(v)
∂F (v)
∂x
+D(v)
∂v
∂t
= S˜(v). (3.17)
La matrice C˜(v) joue le meˆme roˆle que la matrice C(v) du mode`le a` quatre e´quations
(cf. sous-section 2.10.3), a` savoir la prise en compte des termes αg
∂p
∂x et αw
∂p
∂x dans les
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e´quations de conservation de la quantite´ de mouvement. L’introduction de la matrice
D(v), qui n’apparaissait pas dans la formalisation du mode`le a` quatre e´quations, est
ne´cessaire pour prendre en compte les termes p
∂αg
∂t et p
∂αw
∂t dans les e´quations de
conservation d’e´nergie. Le vecteur v s’e´crit :
v = (δ, αgρg, αwρw, αgρgug, αwρwuw, αgρgEg, αwρwEw).
Le vecteur S˜(v) contient les termes sources. Nous notons S˜(v) = (S1, S2, S3, S4, S5, S6, S7)
avec :
• S1 = −Qs,
• S2 = Qs,
• S3 = −Qs,
• S4 = Qsui + Cdrag(uw − ug),
• S5 = −Qsui + Cdrag(ug − uw),
• S6 = Qs
(
his +
|ui|
2
2
)
+ Cdrag(uw − ug).ui +Qis,
• S7 = −Qs
(
hiw +
|ui|
2
2
)
+ Cdrag(ug − uw).ui +Qiw.
La matrice D(v) s’e´crit :
D(v) = p


0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
αg,1 αg,2 αg,3 αg,4 αg,5 αg,6 αg,7
αw,1 αw,2 αw,3 αw,4 αw,5 αw,6 αw,7


, (3.18)
ou` nous avons note´, pour i allant de 1 a` 7, αg,i la de´rive´e de αg par rapport a` la i-e`me
coordonne´e de v, et αw,i la de´rive´e de αw par rapport a` cette meˆme coordonne´e. En
ce qui concerne la matrice ˜C(v), de meˆme que pour la matrice C(v) dans le mode`le
a` quatre e´quations, elle n’est pas unique mais de´pend du choix du ﬂux F (v). De
meˆme que pour le mode`le a` quatre e´quations, nous introduirons dans le ﬂux F (v) un
parame`tre π(t) ne de´pendant que du temps, dont nous ajusterons la valeur apre`s coup
pour assurer de bonnes proprie´te´s d’inversion a` la matrice J(v) = ∂F (v)∂v . Ainsi, nous
e´crivons :
F (v) = (δug, αgρgug, αwρwuw, αg(ρgu
2
g+p−π), αw(ρwu2w+p−π), αgρgHgug, αwρwHwuw),
et nous avons en conse´quence :
˜C(v) = −(p− π)


0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
αg,1 αg,2 αg,3 αg,4 αg,5 αg,6 αg,7
αw,1 αw,2 αw,3 αw,4 αw,5 αw,6 αw,7
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


. (3.19)
Nous allons maintenant transformer l’e´quation (3.17) en une e´quation de la forme
ge´ne´rale e´voque´e dans la pre´sentation de la me´thode VFFC pour les syste`mes non
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conservatifs (cf. section 2.7). Pour cela, nous introduisons les matrices C(v) et S(v)
de´ﬁnies par :
C(v) =
[
Id +D(v)
]−1[
J(v) + ˜C(v)
]− J(v), (3.20)
S(v) =
[
Id +D(v)
]−1
S˜(v), (3.21)
ce qui permet de re´e´crire l’e´quation (3.17) sous la forme :
∂v
∂t
+
∂F (v)
∂x
+ C(v)
∂F (v)
∂x
= S(v). (3.22)
Il nous est ainsi possible de re´soudre ce mode`le par la me´thode VFFC (cf. sous-section
1.3.1).
Mais avant toute chose il nous faut choisir un parame`tre π qui rende la matrice
J(v) inversible, ce qui peut se faire de meˆme que pour le mode`le a` quatre e´quations
(cf. sous-section 2.10.3), en de´terminant d’abord dans chaque cellule un parame`tre π
adapte´ au vecteur v local, c’est a` dire assurant a` la matrice J(v) un de´terminant de
valeur absolue suﬃsamment grande, puis en conside´rant le minimum de ces parame`tres
π locaux pour en de´duire un parame`tre π global (les de´tails sont donne´s dans [6]). Nous
rappelons que la de´termination d’un unique parame`tre π pour l’ensemble des cellules
est ne´cessaire, seule la de´pendance en temps de ce parame`tre e´tant autorise´e pour que
son introduction ne modiﬁe pas le syste`me d’e´quations initial. Comme pour le mode`le
a` quatre e´quations, cette possibilite´ de conside´rer le minimum des parame`tres π locaux
pour en de´duire un parame`tre π global provient du caracte`re aﬃne et de´croissant de
la fonction associant le de´terminant de J(v) au parame`tre π local.
Reprenant le meˆme formalisme que pour les pre´ce´dents mode`les, nous introduisons
maintenant :
w = (αs, αa, ug, uw, ew, Tg, p).
L’ensemble des variables thermodynamiques du proble`me ne se de´duisant simplement
que des coordonne´es du vecteur w, il nous faut pouvoir le de´terminer a` partir de la
donne´e de v, seul vecteur re´actualise´ par l’application du sche´ma nume´rique VFFC
(cf. sous-section 1.3.1). Le passage du vecteur v au vecteur w se fait par le biais d’un
syste`me d’e´quations non line´aires faisant intervenir les lois d’e´tat. Les de´tails sont
e´galement donne´s dans [6]. Par ailleurs, aﬁn de de´terminer l’expression analytique des
matrice J(v), C˜(v) et D(v), il nous faut connaˆıtre les expressions des de´rive´es des
coordonne´es du vecteur w par rapport a` celles du vecteur v. Comme pour le mode`le a`
quatre e´quations (cf. sous-section 2.10.3), il suﬃt de calculer et d’inverser la matrice ∂v∂w
contenant les de´rive´es des coordonne´es de v par rapport a` celles de w. Les expressions
re´sultantes de´pendront des lois d’e´tat et de leurs de´rive´es.
3.2.3 Invariance galile´enne et AMR
Bien que ce ne soit pas l’objet de cette partie sur le couplage de mode`les, posons
nous ici la question de savoir si le mode`le a` 7 e´quations entre dans le cadre de la
the´orie pre´sente´e dans la section 2.8 sur la mise en place de l’AMR pour les mode`les non
conservatifs. Il est clair que la transformation de l’e´quation (3.17) en (3.22) nous permet
d’e´crire le sche´ma nume´rique prenant en compte le mouvement du maillage, notamment
a` l’aide de nouvelles matrices J∗(v) et C∗(v). En revanche, l’e´criture analytique de ces
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deux matrices a` partir de leurs e´quivalents sans AMR, J(v) et C(v), pose davantage
de diﬃculte´s. En eﬀet, l’e´tude que nous avons re´alise´ dans la section 2.9, qui nous a
permis d’obtenir ces e´critures analytiques pour les mode`les pre´sente´s dans la section
2.10, a pu eˆtre mene´e a` bien graˆce a` l’hypothe`se selon laquelle :
M(λ) ◦ (f − λ g) = f ◦ hλ,
ou` nous rappelons que :
• λ de´signe la vitesse de maillage.
• f de´signe l’application qui a` w associe F ,
• g de´signe la bijection qui a` w associe v,
• hλ de´signe la bijection qui a` w associe le vecteur obtenu a` partir de w en sous-
trayant λ aux composantes correspondant a` des vitesses,
• M(λ) de´ﬁnit la matrice de l’application g ◦ hλ ◦ g−1.
Nous avons vu que cette proprie´te´, ve´riﬁe´e pour nos pre´ce´dents mode`les (cf. section
2.10), de´coulait de leur proprie´te´ d’invariance galile´enne. Elle n’est plus vraie pour le
mode`le a` 7 e´quations pre´sente´ dans [6] et repris dans la section 3.2, pour la raison
suivante : le parame`tre π vient se soustraire a` la pression dans les deux e´quations
de quantite´ de mouvement, comme c’e´tait le cas pour le mode`le a` quatre e´quations,
mais il n’intervient pas dans les termes de pression des e´quations de conservation de
l’e´nergie - e´quations qui n’e´taient pas conside´re´es dans le mode`le a` quatre e´quations -,
ce qui cre´e une incohe´rence. La bonne manie`re de re´soudre ce proble`me, et de rendre le
ﬂux consistant avec la proprie´te´ d’invariance galile´enne, est d’introduire le parame`tre
π partout ou` intervient la pression, c’est a` dire d’e´crire :
F (v) =
(
δug, αgρgug, αwρwuw, αg(ρgu
2
g + p− π), αw(ρwu2w + p− π),
αgρg
(
eg +
p− π
ρg
)
ug, αwρw
(
ew +
p− π
ρw
)
uw
)
.
Alors la matrice M(λ) existe (cf. section 2.9), ve´riﬁe les hypothe`ses pre´ce´demment
e´voque´es, et s’e´crit :
M(λ) =


1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 −λ 0 1 0 0 0
0 0 −λ 0 1 0 0
0 λ
2
2 0 −λ 0 1 0
0 0 λ
2
2 0 −λ 0 1


. (3.23)
Malheureusement, cette nouvelle expression du ﬂux complexiﬁe conside´rablement le
calcul du parame`tre π permettant l’inversibilite´ de la matrice J(v) (ou J∗(v) pour les
cas avec AMR). Nous avons toujours la proprie´te´ remarque´e dans le cadre du mode`le
a` quatre e´quations (cf. sous-section 2.10.3) selon laquelle :
π∗(ω, λ) = π0
(
hλ(ω)
)
,
ou` nous rappelons que π0 de´signe la fonction associant a` ω la valeur du parame`tre π
local dans le cas sans AMR, tandis que π∗ associe ce meˆme parame`tre au couple (ω, λ)
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dans le cas avec AMR. En eﬀet le meˆme raisonnement s’applique pour la de´cliner. La
diﬃculte´ ne provient donc pas de l’expression de π∗, mais de celle de π0. En eﬀet, e´tant
donne´ que nous avons introduit le parame`tre π dans les termes de ﬂux d’e´nergie, l’ex-
pression liant le de´terminant de J au parame`tre π local est nettement plus complexe,
et en particulier perd son caracte`re aﬃne. Ainsi, meˆme s’il est toujours possible de
de´terminer localement un parame`tre π assurant l’inversibilite´ de J , il n’existe pas a`
notre connaissance de me´thode ﬁable et eﬃcace pour de´duire des parame`tres π locaux
un parame`tre π global assurant a` la matrice J de bonnes proprie´te´s d’inversibilite´ sur
l’ensemble du domaine.
Les conside´rations que nous avons faites dans les sections 2.9 et 2.10, aﬁn de proﬁter
des proprie´te´s d’invariance galile´enne des mode`les pour en de´duire des modiﬁcations
simples permettant la prise en compte de l’AMR (notamment dans le calcul des ma-
trices E, J et du parame`tre π), ne s’appliquent donc pas facilement au mode`le a` 7
e´quations. Il serait certes possible, en the´orie, de conserver la version standard du
mode`le a` 7 e´quations (i.e. ne contenant le parame`tre π que dans les e´quations de
conservation de la quantite´ de mouvement) et de de´cliner l’expression des matrices E∗
et J∗ et du parame`tre π avec AMR directement, sans passer par leurs expressions sans
AMR. Cependant l’apparition de la nouvelle variable λ, correspondant a` la vitesse de
de´placement des mailles, rendrait ces expressions tre`s complexes. En plus de la diﬃ-
culte´ induite par la re´alisation du calcul formel, il serait a` craindre que le proble`me lie´ a`
la de´termination du parame`tre π global ne soit pas pour autant re´solu, la possibilite´ de
de´duire un parame`tre π global des parame`tres π locaux e´tant d’autant moins certaine
que l’expression du parame`tre π local est complexe.
Si ce travail sur l’invariance galile´enne ne permet pas pour l’instant la mise en place
d’un me´thode AMR robuste pour le mode`le a` 7 e´quation, il a permis de donner un
argument pour modiﬁer le ﬂux F (v) du mode`le standard en introduisant le parame`tre π
dans ses deux dernie`res coordonne´es. Cela donnerait a` ce ﬂux une proprie´te´ d’invariance
galile´enne qui, si nous n’avons pas pu l’exploiter eﬃcacement dans le cas de l’AMR,
pourrait avoir d’autres inte´reˆts encore me´connus.
3.3 Mode`le homoge`ne a` 5 e´quations
Comme explique´ en introduction, le mode`le a` 7 e´quations conside`re une tempe´rature
et une vitesse propres a` chaque phase, ce qui est ne´cessaire pour la mode´lisation cor-
recte de la propagation d’une onde de de´tonation dans la mousse, e´tant donne´ les fortes
he´te´roge´ne´ite´s rencontre´es dans les zones de tempe´rature et pression extreˆmes. Cepen-
dant, si l’on se place suﬃsamment loin de la charge, on retrouve une homoge´ne´ite´ des
vitesses et des tempe´ratures dans les deux phases, et le syste`me physique peut alors
eˆtre re´solu beaucoup plus simplement. Nous allons voir de quelle manie`re on peut
mettre en place un mode`le simpliﬁe´ pour cette zone homoge`ne et comment on peut
coupler les deux mode`les, e´tant entendu qu’on ne sait pas a priori ou` se situe la bonne
frontie`re se´parant spatialement les zones ne´cessitant ou non la prise en compte des
he´te´roge´ne´ite´s.
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3.3.1 Description du mode`le
Nous allons de´crire un mode`le a` une seule tempe´rature pour le liquide et le gaz,
et au nombre d’e´quations re´duit. Ce mode`le est de´crit dans [8] et utilise´ dans [9].
Dans un premier temps, nous conside´rons que les vitesses du liquide et du gaz ne sont
pas ne´cessairement les meˆmes, mais que leur diﬀe´rence ur est de´ﬁnie en fonction des
variables thermodynamiques du proble`me. Nous de´ﬁnissons :
• ρ = αgρg + αwρw
• cg = αgρgρ
• cw = αwρwρ
• u = cgug + cwuw
• E = cgEg + cwEw
• H = cgHg + cwHw
• cr = cg − cw
• ur = ug − uw
• hr = hg − hw.
Alors, en re´arrangeant les 7 e´quations du mode`le complet, nous pouvons e´crire :
(3.10)
∂δ
∂t
+
∂(δug)
∂x
= −Qs, (3.24)
(3.11)+(3.12)
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
= 0, (3.25)
(3.11)-(3.12)
∂(ρcr)
∂t
+
∂(ρcru+ ρ
1−c2r
2 ur)
∂x
= 2Qs, (3.26)
(3.13)+(3.14)
∂(ρu)
∂t
+
∂(ρu2 + ρ1−c
2
r
4 u
2
r)
∂x
+
∂p
∂x
= 0, (3.27)
(3.15)+(3.16)
∂(ρE)
∂t
+
∂
(
ρHu+ ρ(hr − cr2 u2r + u.ur)1−c
2
r
4 ur
)
∂x
= Qs(his − hiw) +Qis +Qiw. (3.28)
Ainsi, nous aboutissons a` un mode`le a` 5 e´quations conservatif, dont le vecteur des
variables conservatives s’e´crit v = (δ, ρ, ρcr, ρu, ρE) et dont le vecteur ﬂux s’e´crit :
F (v) =


δug
ρu
ρcru+ ρ
1−c2r
2 ur
ρu2 + ρ1−c
2
r
4 u
2
r) + p
ρuH + ρ(hr − cr2 u2r + u.ur)1−c
2
r
4 ur
)

 . (3.29)
79
Pour nous assurer que le mode`le soit consistant, il reste a` ve´riﬁer que nous pouvons
bien obtenir le vecteur ﬂux F (v) a` partir de la seule donne´e du vecteur v. Comme
pour les mode`les pre´ce´dents, nous allons utiliser comme interme´diaire un vecteur des
variables physiques, en l’occurrence w = (p, T, αs, αa, u). Conside´rons que nous avons a`
notre connaissance le vecteur w. Graˆce a` la relation αw = 1−αs−αa, nous connaissons
les fractions volumiques des trois espe`ces. Par ailleurs, e´tant donne´ que nous n’avons
qu’une seule tempe´rature, et par l’interme´diaire des lois d’e´tat, la donne´e de p et T nous
donne les masses volumiques et e´nergies internes des trois espe`ces. Nous avons donc a`
notre disposition l’ensemble des variables thermodynamiques du proble`me, ce qui par
hypothe`se nous permet d’obtenir ur. La variable u est pre´sente dans le vecteur w, et
la variable ug se de´duit imme´diatement de u et ur. Toutes ces variables permettent
d’obtenir aise´ment les vecteurs v et F (v). Maintenant, e´tant donne´ que les vecteurs v
et w ont la meˆme taille et que v se de´duit de manie`re unique de w, on peut pre´dire -
ce que nous ve´riﬁerons dans la sous-section 3.3.2 - que w, et donc F (v), se de´duisent
de v. Nous sommes donc bien en mesure de re´soudre les e´quations (3.24) a` (3.28), qui
forment un syste`me conservatif, par la me´thode VFFC (cf. sous-section 1.3.1).
3.3.2 Re´solution dans le cas ur = 0
Les e´quations deviennent :
∂δ
∂t
+
∂(δug)
∂x
= −Qs, (3.30)
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
= 0, (3.31)
∂(ρcr)
∂t
+
∂(ρcru)
∂x
= 2Qs, (3.32)
∂(ρu)
∂t
+
∂(ρu2 + p)
∂x
= 0, (3.33)
∂(ρE)
∂t
+
∂(ρHu)
∂x
= Qs(his − hiw) +Qis +Qiw. (3.34)
Cet ensemble d’e´quations peut se re´e´crire sous la forme :
∂v
∂t
+
∂F (v)
∂x
= S(v) (3.35)
avec v =


δ
ρ
ρcr
ρu
ρE

, F (v) =


δu
ρu
ρcru
ρu2 + p
ρuH

 et S(v) =


−Qs
0
2 Qs
0
Qs(his − hiw) +Qis +Qiw

.
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Le calcul formel donne, en rappelant que J(v) = ∂F (v)∂v :
J(v) =


u − δuρ 0 δρ 0
0 0 0 1 0
0 −Cru u Cr 0
dp0 −u2 + dp1 dp2 2u+ dp3 dp4
u dp0 −uH + u dp1 u dp2 H + u dp3 u+ u dp4

 (3.36)
ou` l’on note, pour i allant de 1 a` 5, vi la i-e`me composante de v, et dpi =
∂P
∂vi
. Nous
verrons dans la suite comment calculer ces dernie`res valeurs. Nous allons maintenant
nous employer a` de´terminer le vecteur w = (p, T, αs, αa, u) a` partir du vecteur v,
la donne´e du vecteur w permettant d’acce´der a` l’ensemble des autres variables, et
notamment de calculer le ﬂux F (v). Nous allons commencer par calculer la pression
et la tempe´rature a` partir des variables conservatives, les autres variables de w s’en
de´duisant plus facilement. Nous notons :
y = (αaρa, αsρs, αwρw, ρe) = (y1, y2, y3, y4).
Alors les deux relations :
• αa ρa ea + αs ρs es + αw ρw ew = ρe
• αa + αs + αw = 1
peuvent s’e´crire, en introduisant la fonction :
F (y, p, T ) =
(
y1 ea(p, T ) + y2 es(p, T ) + y3 ew(p, T )− y4
y1
ρa(p,T )
+ y2ρs(p,T ) +
y3
ρw(p,T )
− 1
)
,
de la manie`re suivante :
F (y, P, T ) = 0. (3.37)
Par une me´thode de Newton, on peut donc obtenir les pression et tempe´rature p et T
en fonction de y. De plus, en notant X = (p, T ) et en diﬀe´rentiant la relation (3.37)
par rapport a` yi pour i entre 1 et 4, nous obtenons :
∂F
∂yi
+
∂F
∂X
∂X
∂yi
= 0 (3.38)
et l’inversion d’un syste`me line´aire a` deux e´quations et deux inconnues nous donne ∂p∂yi
et ∂T∂yi .
Par ailleurs nous avons y = A(v) v avec A(v) =


1
2
1
4
1
4 0 0
−12 14 14 0 0
0 12 −12 0 0
0 12 u
2 0 −u 1

.
La vitesse u seule variable pre´sente dans les coordonne´es de A(v), s’exprime tre`s
facilement en fonction de v, en divisant sa quatrie`me coordonne´e par sa deuxie`me coor-
donne´e. Cela nous donne les variables de y et par conse´quent les pression et tempe´rature
p et T en fonction de v, ce qui permet d’obtenir facilement les variables physiques du
vecteur w et, par leur interme´diaire, les coordonne´es du ﬂux F (v). En eﬀet, il ne nous
manque plus pour comple´ter les variables physiques que les donne´es de αs, αa et u.
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Connaissant maintenant les pression et tempe´rature p et T , les lois d’e´tat nous donnent
l’ensemble des variables thermodynamiques, en particulier les masses volumiques ρa,
ρs et ρw. Alors les trois premie`res coordonne´es du vecteur y - qui sont e´galement
a` notre connaissance, comme nous venons de le voir - nous permettent d’en de´duire
imme´diatement les fractions volumiques des trois espe`ces. Celles-ci nous permettent de
calculer aise´ment la masse volumique globale ρ = αa ρa+αs ρs+αw ρw, qui elle meˆme
nous donne la vitesse u graˆce a` la quatrie`me composante du vecteur v. Nous avons donc
entie`rement de´termine´ le vecteur w a` partir du vecteur des variables conservatives v.
Enﬁn, nous pouvons calculer les de´rive´es de p et T par rapport a` v en utilisant :
∂p
∂v
= At
∂p
∂y
, (3.39)
∂T
∂v
= At
∂T
∂y
. (3.40)
L’e´quation (3.39), en particulier, nous donne dp1, dp2, dp3, dp4 et dp5, et permet donc
la de´termination de ∂F (v)∂v dont l’expression est donne´e dans l’e´quation (3.36). Nous
sommes maintenant en mesure, a` partir du vecteur v, de de´terminer le ﬂux F (v) et
sa diﬀe´rentielle J(v), ce qui nous permet d’utiliser la me´thode VFFC (cf. sous-section
1.3.1).
3.4 Validation et test du mode`le homoge`ne
Le mode`le homoge`ne ne conside´rant qu’une seule tempe´rature et qu’une seule vi-
tesse, il est ne´cessairement approximatif dans le cas ge´ne´ral, de meˆme que le mode`le a`
7 e´quations, dans une moindre mesure, ce dernier ne conside´rant qu’une tempe´rature
et qu’une vitesse pour la phase gazeuse. Deux questions sont pose´es ici, portant d’une
part sur la correcte re´solution du syste`me d’e´quations par la me´thode pre´sente´e ci-
dessus, d’autre part par la capacite´ de ce mode`le a` approcher correctement la physique
d’un cas complexe ne pre´sentant pas de trop fortes he´te´roge´ne´ite´s. Nous re´pondrons a`
la premie`re graˆce au cas test de Sod, a` la deuxie`me graˆce a` une confrontation avec le
mode`le a` 7 e´quations.
3.4.1 Cas test de Sod
Nous utilisons a` nouveau le cas test de Sod, dont nous rappelons que la solution
the´orique est connue. Nous renvoyons le lecteur a` la section 2.12 pour les de´tails. Ce
cas ne conside`re qu’une seule espe`ce, aﬀecte´e de conditions thermodynamiques tre`s
diﬀe´rentes de part et d’autre du milieu du domaine. Le mode`le homoge`ne conside`re
trois espe`ces, mais rien n’empeˆche de leur de´ﬁnir des lois d’e´tat identiques, ce qui
devra cre´era la meˆme e´volution du syste`me que celle qu’auraient donne´e les e´quations
d’Euler. La de´ﬁnition de trois lois d’e´tat identiques pour les trois espe`ces est d’ailleurs
la seule manie`re d’assurer que l’homoge´ne´ite´ des tempe´ratures et des vitesses soit une
hypothe`se rigoureusement valable. Nous appliquons donc la me´thode expose´e dans la
section 3.3, l’unique loi d’e´tat conside´re´e e´tant une loi des gaz parfaits de coeﬃcient
γ = 1.4. Le re´sultat pour 400 cellules au temps t = 0.2 est donne´ ci-dessous, et nous
permet de constater - le re´sultat obtenu e´tant exactement le meˆme que celui obtenu
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avec le mode`le d’Euler a` trois e´quations - que la me´thode VFFC a e´te´ correctement
imple´mente´e et que les e´tapes de re´solution des syste`mes line´aires par me´thodes de
Newton sont eﬃcaces. Nous notons que le temps de calcul CPU constate´ pour ce cas
est de 7.5s, tandis qu’il est de 4.8s pour le mode`le a` trois e´quations, diﬀe´rence qui nous
semble tre`s acceptable.
3.4.2 Comparaison mode`le homoge`ne / mode`le a` 7 e´quations
Nous allons maintenant comparer les deux mode`les sur un meˆme cas, qui ne sera
pas parame´tre´ a priori pour assurer une quelconque homoge´ne´ite´ des vitesses ou des
tempe´ratures, et qui inte´grera toute la complexite´ du mode`le a` 7 e´quations. Nous parti-
rons d’une condition initiale pre´sentant une unique vitesse et une unique tempe´rature,
et observerons comment la contrainte d’homoge´ne´ite´ du mode`le a` 5 e´quations inﬂuera
sur l’e´volution globale du syste`me.
A` la diﬀe´rence du cas test de Sod, nous conside´rons trois espe`ces distinctes, a` savoir
l’air, l’eau liquide et sa vapeur. Par ailleurs nous nous plac¸ons dans une zone proche
de l’e´quilibre entre le liquide et sa vapeur, et autorisons le changement de phase, qui
jouera un roˆle majeur dans l’e´volution du syste`me. Les lois d’e´tat utilise´es sont des lois
analytiques classiquement utilise´es pour ces trois espe`ces, a` savoir :
• Pour l’air, une lois des gaz parfaits de coeﬃcients γ = 1.4 et
Cv = 641.0J.kg
−1.K−1 :
• e(p, T ) = Cv T .
• ρ(p, T ) = p(γ−1) Cv T .
Notons que les quantite´s ρ et e sont relie´es entre elles inde´pendamment du pa-
rame`tre Cv et de la tempe´rature. Cependant, a` la diﬀe´rence du mode`le a` trois
e´quations, la de´ﬁnition du parame`tre Cv joue cette fois un roˆle important, car
elle contribuera a` l’ajustement de la tempe´rature, commune a` au moins deux
espe`ces - trois espe`ces pour le mode`le homoge`ne -.
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• Pour la vapeur d’eau, une lois des gaz parfaits de coeﬃcients γ = 1.4 et
Cv = 6715.8J.kg
−1.K−1.
• Pour l’eau liquide, une loi stiﬀened gas - de´ja` e´voque´e dans la section 1.4 - de
parame`tres γ = 1.4, Cv = 3789.2J.kg
−1.K−1 et π = 1.647 109Pa :
• e(p, T ) = γ (p+π) Cv Tγ p+π .
• ρ(p, T ) = γ p+π(γ−1) γ Cv T .
Par ailleurs, e´tant donne´ que nous prenons en compte le changement de phase, nous
avons besoin d’une courbe de saturation, elle aussi analytique, qui servira a` calculer
les enthalpies internes massiques de saturation :
psat(T ) = p0 e
b
(
1
T0
− 1
T
)
(3.41)
avec p0 = 101417.98Pa, T0 = 373.15K, et b = 4965.91K. On aura reconnu dans cette
loi qu’un e´tat de tempe´rature T0 et de pression p0 constitue un e´tat d’e´quilibre entre
l’eau liquide et sa vapeur.
Mode`le de changement de phase Le mode`le conside´re´ est issu de [6], qui s’ins-
pire de [18]. Nous reprenons le formalisme introduit dans la de´ﬁnition du mode`le a` 7
e´quations de la section 3.2, et donnons ici le de´tail du calcul des termes sources en
fonction des variables thermodynamiques. Nous e´crivons la conservation de l’e´nergie
globale de la fac¸on suivante :
Qs(his − hiw) +Qis +Qiw = 0, (3.42)
et introduisons deux coeﬃcients d’e´change thermique ωis et ωiw tels que
Qis = ωis(hsat,s − hs), (3.43)
Qiw = ωiw(hsat,w − hw). (3.44)
Les quantite´s hsat,s et hsat,w repre´sentent respectivement les enthalpies internes de
saturation de la vapeur d’eau et de l’eau liquide. Les coeﬃcients d’e´change thermique
s’expriment en fonction des variables thermodynamiques et d’une constante de temps τ
prise e´gale a` 10−3s, valeur typique pour le temps caracte´ristique de retour a` l’e´quilibre
liquide - vapeur pour l’eau [18]. Plus pre´cise´ment, ils s’expriment ainsi :
ωis =
αs αw ρs
τ
, (3.45)
ωiw =
αs αw ρw
τ
. (3.46)
Finalement, il nous reste a` de´ﬁnir le parame`tre Qs, qui s’exprime ainsi en fonction des
parame`tres pre´alablement e´tablis :
Qs = −Qis +Qiw
his − hiw . (3.47)
Le lecteur est renvoye´ a` [6] pour davantage de de´tails sur ce mode`le, cet article e´tant
lui meˆme inspire´ du code de thermohydraulique CATHARE [18].
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Force de traˆıne´e Toujours en se basant sur [6] et en reprenant le formalisme e´tabli
lors de la pre´sentation du mode`le a` 7 e´quations, on utilisera le mode`le suivant pour la
force de traˆıne´e :
Cdrag = A θρ
αw αg ρw ρg
ρ
|ug − uw| (3.48)
avec :
θρ =
αw
αg
+
ρg
ρw
(3.49)
et A une constante prise e´gale a` 104m−1. Une fois de plus, les de´tails sur ce mode`le
sont donne´s dans [6].
Pre´sentation du cas Nous se´parons en son milieu un domaine monodimensionnel de
longueur 1, nous donnant ainsi deux sous domaines nomme´s 1 et 2 que nous initialise-
rons diﬀe´remment. Nous conside´rons un me´lange initial des trois espe`ces, avec a` gauche
comme a` droite une meˆme re´partition volumique et une vitesse nulle. Plus pre´cise´ment,
nous ﬁxons αa = 0.3, αv = 0.5 et αl = 0.2. Rappelant que l’e´tat d’e´quilibre li-
quide/vapeur a` la pression atmosphe´rique s’obtient en associant la tempe´rature T0
et la pression P0 de´ﬁnies plus haut, et de fac¸on a` obtenir un le´ger de´se´quilibre ther-
modynamique dans l’ensemble du domaine avec des conditions diﬀe´rentes de part et
d’autre de son milieu, nous e´crivons :
• Dans la partie gauche, p = p0 et T = T0 + 1K.
• Dans la partie droite, p = p0 et T = T0 − 1K.
Cette re´partition des pressions et des tempe´ratures cre´era, a` gauche, un changement
de phase du liquide vers la vapeur qui induira une monte´e de pression, et a` droite,
inversement, un changement de phase de la vapeur vers le liquide qui induire une
baisse de pression. Ce de´se´quilibre des pressions induira un mouvement de matie`re de
la gauche vers la droite. L’he´te´roge´ne´ite´ entre espe`ces des vitesses d’e´coulements sera
atte´nue´e par la force de traˆıne´e, de meˆme que l’he´te´roge´ne´ite´ des tempe´ratures sera
atte´nue´e par les transferts thermiques entre espe`ces ainsi que par le changement de
phase. Ainsi toute la ﬁnesse du mode`le a` 7 e´quations sera mise en œuvre dans ce test,
et il sera inte´ressant d’observer comment se comportera le mode`le homoge`ne. Nous
nous sommes arreˆte´s arbitrairement au bout de 0.025s, et avons observe´, pour les deux
mode`les, les proﬁls re´sultants pour diﬀe´rentes variables d’inte´reˆt. Pre´cisons enﬁn que
nous avons conside´re´ des conditions aux limites de Neumann homoge`nes de part et
d’autre du domaine.
Pour commencer, les ﬁgures suivantes conﬁrment que le mode`le homoge`ne oﬀre une
approximation inte´ressante des proﬁls de masse volumique, de pression et de fractions
volumiques des diﬀe´rentes espe`ces :
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Il est e´vident que les he´te´roge´ne´ite´s de tempe´rature et de vitesse jouent un ve´ritable
roˆle dans ce cas test, et nous ne pouvons pre´tendre a` obtenir les meˆmes proﬁls avec un
mode`le les prenant en compte qu’avec un autre ne les conside´rant pas. Il est toutefois
appre´ciable que l’ide´e ge´ne´rale de l’e´coulement semble eˆtre capture´e par le mode`le
homoge`ne, et ce au pris d’un temps de calcul bien moindre. En eﬀet le temps CPU
correspondant a` la simulation du mode`le a` 7 e´quations est de 27.2s, tandis que celui
correspondant a` la simulation du mode`le homoge`ne est de 4.1s. L’utilisation du mode`le
homoge`ne fait donc gagner un facteur 6 sur le temps de calcul. Cela peut s’expliquer
par le retrait de deux coordonne´es a` l’ensemble des vecteurs et des matrices, ainsi
que par la convergence plus rapide de la me´thode de Newton permettant de passer du
vecteur v au vecteur w. Observons maintenant a` quel point les tempe´ratures et vitesses
sont he´te´roge`nes selon les phases d’apre`s le mode`le a` 7 e´quations, et ou` se situent leurs
e´quivalents pour le mode`le homoge`ne :
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Ces courbes conﬁrment que nous avons une re´elle he´te´roge´ne´ite´ des vitesses et
des tempe´ratures entre phases, et montrent que pour chacune de ces variables, leur
e´quivalent pour le mode`le a` 7 e´quations ne se situe pas ne´cessairement entre la va-
leur prise par le gaz et celle prise par le liquide. Lorsque nous aborderons le couplage
entre les deux mode`les (section 3.5), nous ferons remarquer que la tempe´rature unique
(respectivement, la vitesse unique) du mode`le a` 5 e´quations, de´duite des tempe´ratures
des deux phases (respectivement, des vitesse des deux phases) et permettant d’as-
surer la conservation des masses, e´nergie et quantite´ de mouvement, ne se situe pas
ne´cessairement entre ces deux dernie`res tempe´ratures (respectivement, ces deux dernie`res
vitesses). Par ailleurs nous constatons que la tempe´rature du mode`le a` 5 e´quations se
situe largement plus pre`s de la tempe´rature du gaz que de celle du liquide. Cela s’ex-
plique par la plus grande sensibilite´ de la masse volumique du gaz a` la tempe´rature,
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et donc par le fait qu’une tempe´rature unique trop e´loigne´e de celle du gaz ne permet
pas, au sein du mode`le a` 5 e´quations, un respect approximatif des fractions volumiques
des trois espe`ces calcule´es par le mode`le a` 7 e´quations.
3.5 Couplage mode`le homoge`ne / mode`le a` 7 e´quations
Nous allons voir dans cette section, comme annonce´ en introduction, comment
coupler le mode`le a` 7 e´quations et le mode`le homoge`ne, dans le cas ou` les he´te´roge´ne´ite´s
de vitesse ou de tempe´rature ne seraient a` conside´rer que dans une partie du domaine.
Dans un premier temps, nous conside´rerons que cette partie du domaine est connue
et ne varie pas avec le temps. Puis nous verrons comment adapter continument a` la
solution la frontie`re se´parant les mode`les.
3.5.1 Couplage a` frontie`re fixe
Prenons le cas d’un maillage de N cellules, la frontie`re entre les deux mode`les
se situant au niveau du k-ie`me nœud. Nous cre´ons alors deux maillages distincts, le
premier de k cellules, le second de N−k+2 cellules, tels que les deux dernie`res cellules
du premier maillage aient les meˆmes positions que les deux premie`res cellule du second
maillage. L’un de ces maillages sera utilise´ avec le mode`le a` 7 e´quations - conside´rons
qu’il s’agit du premier maillage -, l’autre avec le mode`le homoge`ne. Une ite´ration
consiste a` appliquer a` chaque maillage le sche´ma VFFC du mode`le correspondant, puis
a` ope´rer un passage d’informations au niveau des cellules extre´male, comme pre´sente´
sur le sche´ma ci-dessous :
La me´thode ge´ne´rale est la suivante :
A. Application du sche´ma VFFC a` 7 e´quations sur le maillage 1.
B. Application du sche´ma VFFC a` 5 e´quations sur le maillage 2.
C. E´crasement du vecteur des variables conservatives (vecteur v) de la dernie`re
cellule du maillage 1. Remplacement par un nouveau vecteur calcule´ a` partir du
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vecteur v de la deuxie`me cellule du maillage 2. Re´actualisation en conse´quence
des vecteurs F (v) et J(v).
D. E´crasement du vecteur v de la premie`re cellule du maillage 2. Remplacement
par un nouveau vecteur calcule´ a` partir du vecteur v de l’avant-dernie`re cellule
du maillage 1. Re´actualisation en conse´quence des vecteurs F (v) et J(v).
D. Retour a` A.
Nous bornant ici a` la version explicite du sche´ma VFFC, l’application des conditions
aux limites sur l’extre´mite´ droite du maillage 1 et l’extre´mite´ gauche du maillage 2 n’a
pas d’inﬂuence. En eﬀet, la re´actualisation des cellules extre´male ope´re´e apre`s chaque
ite´ration eﬀacera la me´moire des conditions aux limites. Nous allons maintenant entrer
dans le de´tail de ces re´actualisations, qui devront eˆtre ope´re´es avec rigueur pour assurer
la conservativite´ exacte de la masse, de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie.
Transfert mode`le homoge`ne → mode`le a` 7 e´quations Toujours dans notre hy-
pothe`se ou` le mode`le a` 7 e´quations est conside´re´ sur le maillage 1 et le mode`le homoge`ne
sur le maillage 2, nous cherchons ici a` transformer un vecteur de variables conserva-
tives a` 5 composantes note´ v′′, obtenu sur la deuxie`me cellule du maillage 2, en vecteur
de variables conservatives a` 7 composantes, note´ v′, a` aﬀecter a` la dernie`re cellule du
maillage 1. Le transfert d’informations dans ce sens ne pre´sente aucune diﬃculte´. En
eﬀet nous disposons graˆce au mode`le a` 5 e´quations d’une vitesse et d’une tempe´rature
suppose´es uniques, d’une pression ainsi que des fractions massiques des trois espe`ces,
qui suﬃsent pour alimenter le mode`le a` 7 e´quations. Plus pre´cise´ment, du vecteur v′′
a` 5 composantes nous pouvons de´duire, comme nous l’avons vu, un vecteur w′′ des
variables physiques, a` savoir w′′ = (p, T, αs, αa, u). De ce vecteur et des lois d’e´tat
nous de´duisons l’e´nergie interne de l’eau liquide ew, et l’ensemble de ces donne´es nous
donnent le vecteur w′ du mode`le a` 7 e´quations, a` savoir w′ = (αs, αa, ug, uw, ew, Tg, p),
e´tant entendu que Tg = T et ug = uw = u. De ce vecteur w
′ a` 7 composantes nous
de´duisons un vecteur v′ a` 7 composantes ainsi qu’un ﬂux F (v′) et que sa diﬀe´rentielle
J(v′), qui seront utilise´s lors de la prochaine ite´ration du mode`le a` 7 e´quations. Cette
transition conserve naturellement les masses ainsi que les quantite´s de mouvement et
d’e´nergie, car l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ des tempe´ratures et des vitesses a e´te´ main-
tenue lors du passage aux vecteurs a` 7 composantes.
Transfert mode`le a` 7 e´quations → mode`le homoge`ne Cette transition est plus
complexe, car dans l’hypothe`se ou` le vecteur v a` 7 composantes induit des tempe´ratures
et vitesses diﬀe´rentes selon les phases, il nous faut les traduire en une unique vitesse
et une unique tempe´rature pour le mode`le a` 5 e´quations. La seule bonne me´thode
pour de´terminer cette unique tempe´rature et cette unique vitesse est de les calculer
de fac¸on a` assurer la conservation de la masse, de la quantite´ de mouvement et de
l’e´nergie au cours de cette transition. Notons v′ = (v′1, v
′
2, v
′
3, v
′
4, v
′
5, v
′
6, v
′
7) le vecteur
des variables conservatives du mode`le a` 7 e´quations, que nous cherchons a` transformer
en un vecteur a` 5 composantes v′′ = (v′′1 , v
′′
2 , v
′′
3 , v
′′
4 , v
′′
5 , v
′′
6 , v
′′
7) compatible avec le mode`le
a` 5 e´quations. Reprenant l’e´laboration des e´quations (3.24) a` (3.28), il est clair que la
conservation des quantite´s d’inte´reˆt s’e´crit :
• v′′1 = v′1
• v′′2 = v′2 + v′3
• v′′3 = v′2 − v′3
• v′′4 = v′4 + v′5
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• v′′5 = v′6 + v′7.
Une fois calcule´ le vecteur v′′, nous pouvons calculer comme vu pre´ce´demment un
vecteur w′′ des variables physiques a` 5 composantes, dont nous de´duirons notamment
les composantes du vecteur des ﬂux F (v′′) et de sa diﬀe´rentielle J(v′′), qui nous per-
mettent de poursuivre le calcul.
Remarque Dans la transition du mode`le a` 7 e´quations vers le mode`le homoge`ne, il
est inte´ressant de noter que la tempe´rature unique (respectivement, la vitesse unique)
de´duite des deux tempe´ratures du liquide et du gaz (respectivement, des deux vitesses
du liquide et du gaz) n’est pas ne´cessairement comprise entre ces deux tempe´ratures
(respectivement, entre ces deux vitesses). De meˆme, bien que les mode`les a` 5 et 7
e´quations disposent chacun d’une unique valeur de pression, cette pression peut changer
lors de la transition entre les deux mode`les.
3.5.2 Couplage a` frontie`re mobile
Nous pouvons faire en sorte que la position de la frontie`re soit sans cesse re´adapte´e
au proﬁl de tempe´rature et de vitesse, de fac¸on a` se trouver toujours a` l’endroit op-
portun. Pour cela nous ajoutons une e´tape pre´ce´dant celles de´crites ci-dessus - c’est a`
dire s’ope´rant avant l’application du sche´ma VFFC sur chacun des deux maillages -,
aﬁn de de´terminer la nouvelle frontie`re. Nous nous plac¸ons donc entre deux ite´rations
physiques note´es n et n+ 1, et nous donnons tout d’abord deux crite`res de proximite´
des tempe´ratures, homoge`nes a` une tempe´rature, note´s ǫT 1 et ǫT 2, et deux crite`res
de proximite´ des vitesses, homoge`nes a` une vitesse, note´s ǫu1 et ǫu2. Nous imposons,
pour des raisons qui seront explicite´es, ǫT 1 > ǫT 2 et ǫu1 > ǫu2. Plac¸ons nous a` la ﬁn
d’une ite´ration, lorsque les transitions entre vecteurs des variables conservatives a` 5 et
7 composantes, pre´sente´es dans la sous-section 3.5.1, ont e´te´ faites. Appelons Tg0, Tw0,
ug0 et uw0 les tempe´rature du gaz, tempe´rature du liquide, vitesse du gaz et vitesse du
liquide dans la dernie`re cellule du maillage 1, c’est a` dire la dernie`re cellule contenant
des vecteurs de variables conservatives a` 7 composantes. Nous sommes alors dans un
des trois cas suivants :
A. Si |Tg0−Tw0| < ǫT 1 et |ug0−uw0| < ǫu1 et
[
|Tg0−Tw0| > ǫT 2 ou |ug0−uw0| >
ǫu2
]
, alors la frontie`re ne bouge pas a` cette ite´ration, et tout se passe exactement
comme dans le cas avec frontie`re ﬁxe pre´sente´ dans la section pre´ce´dente.
B. Si |Tg0 − Tw0| > ǫT 1 ou |ug0 − uw0| > ǫu1, alors nous conside´rons que la vi-
tesse ou la tempe´rature deviennent trop he´te´roge`ne a` proximite´ de la frontie`re
entre mode`les, que nous de´calons donc d’une cellule pour renforcer l’emprise du
mode`le a` 7 e´quations. Cela impose de supprimer la premie`re cellule du deuxie`me
maillage, et de cre´er une nouvelle cellule prolongeant le premier maillage. Cette
nouvelle cellule est initialise´e a` l’aide de la cellule du deuxie`me maillage ayant
la meˆme position, selon la me´thode de transition des variables conservatives des
5 composantes vers les 7 composantes de´crite dans la sous-section 3.5.1. Le pro-
cessus est explicite´ sur le sche´ma suivant, ou` nous n’avons repre´sente´ que la
condition sur la tempe´rature pour une question de concision :
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C. Si |Tg0−Tw0| < ǫT 2 et |ug0−uw0| < ǫu2, alors nous conside´rons que la vitesse et
la tempe´rature deviennent suﬃsamment homoge`nes a` proximite´ de la frontie`re
entre mode`les, pour que l’on puisse se permettre de la de´caler d’une cellule et
renforcer ainsi l’emprise du mode`le a` 5 e´quations. Cela impose de supprimer la
dernie`re cellule du premier maillage, et de cre´er une nouvelle cellule prolongeant
le deuxie`me maillage. Cette nouvelle cellule est initialise´e a` l’aide de la cellule
du premier maillage ayant la meˆme position, selon la me´thode de transition des
variables conservatives des 7 composantes vers les 5 composantes de´crite dans
la sous-section 3.5.1. Le processus est explicite´ sur le sche´ma suivant, ou` nous
n’avons repre´sente´ que la condition sur la tempe´rature pour une question de
concision :
Si nous nous sommes trouve´s dans le cas C, il est possible que nous nous retrouvions
a` nouveau dans le cas C une fois l’ope´ration de de´calage de la frontie`re eﬀectue´. Dans
ce cas, le processus est re´ite´re´ jusqu’a` ce que l’on se trouve dans le cas A. Si nous
nous sommes trouve´s dans le cas B, le processus de de´calage de la frontie`re nous a
ne´cessairement ramene´s dans le cas A.
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3.5.3 Cas test
Nous e´laborons ici un cas test mettant en œuvre le processus de couplage avec
frontie`re mobile. Le parame´trage du mode`le a` 7 e´quations est diﬀe´rent de celui utilise´
pour sa comparaison avec le mode`le homoge`ne, e´tant donne´ que nous choisissons un
terme source ne permettant pas le changement de phase. Reprenant le formalisme
introduit dans la description du mode`le a` 7 e´quations (cf. section 3.3), ce terme source,
issue de [6], est le suivant : le parame`tres Qs, quantiﬁant la cre´ation de vapeur, est pris
nul. Les parame`tres Qis et Qiw, quantiﬁant les e´changes d’e´nergie entre les deux phases,
sont proportionnelles aux diﬀe´rences de tempe´rature. Nous avons plus pre´cise´ment
Qis = Q (Tg − Tw) et Qiw = Q Tw − Tg, avec :
Q =
3 λ αw ρw
(αg ρg + αw ρw) R2mean
,
ou` la constante λ est prise e´gale a` 0.033087W.K.m−1, et Rmean, homoge`ne a` une
distance, vaut :
Rmean = R0
(ρw
ρ0w
)− 1
3
.
Dans cette dernie`re expression, ρ0w est une masse volumique de re´fe´rence choisie e´gale
a` 1kg.m−3, et R0 est une taille caracte´ristique des gouttes d’eau, prise e´gale a` 10
−4m.
Davantage de de´tails sur ce mode`le sont donne´s dans [6].
En dehors de cette absence de changements de phase, le parame´trage des mode`les
homoge`ne et a` 7 e´quations a e´te´ pris identique a` celui pre´sente´ pour la comparaison
des deux mode`les (cf. sous-section 3.4.2), par exemple en ce qui concerne les lois d’e´tat
et le coeﬃcient de la force de traˆıne´e. La condition initiale, en revanche, a change´.
Nous avons besoin ici d’un proble`me initialement he´te´roge`ne, tant pour la tempe´rature
que pour la vitesse, sur une partie bien de´limite´e du domaine, et pour lequel cette
he´te´roge´ne´ite´ va se propager progressivement sur tout le domaine. Pour cela nous
conside´rons un domaine de longueur 1.5m, son abscisse x variant de 1m a` 2.5m. Nous
imposons sur l’ensemble de ce domaine la pression atmosphe´rique P0 = 101417.98Pa.
Pour la tempe´rature et la vitesse, nous se´parons ce domaine en deux zones :
• pour x > 1.2, Tw = Tg = 323K, et uw = ug = 1m.s−1
• pour x < 1.2, Tw = 323K, uw = 1m.s−1, Tg = 323K + (293K−323K) (1.2m−x)0.2m et
ug = 1m.s
−1 + (50m.s
−1−1m.s−1) (1.2m−x)
0.2m .
Par ailleurs nous ne conside´rons que deux espe`ces, l’eau liquide et l’air, dont les frac-
tions volumiques sont initialement e´gales et uniformes (i.e. αg = αa = αw = 0.5,
αs = 0). Le reste des variables des vecteurs w et v se de´duisent directement des
pre´ce´dentes, par l’interme´diaire des lois d’e´tat. Pre´cisons enﬁn que nous conside´rons
des conditions aux limites de Neumann homoge`nes.
Nous avons donc, a` l’e´tat initial, une homoge´ne´ite´ des tempe´ratures et des vitesses
pour x supe´rieur a` 1.2, abscisse qui constitue donc naturellement notre position initiale
de la frontie`re entre mode`les. A` gauche de cette frontie`re, le mode`le a` 7 e´quations est
initialise´ d’apre`s les descriptions ci-dessus. A` droite de cette frontie`re, c’est le mode`le
homoge`ne qui est initialise´. Son unique tempe´rature est la tempe´rature commune im-
pose´e au liquide et au gaz dans notre description du cas, et il en va de meˆme pour la
vitesse. Voici donc comment se pre´sente l’e´tat initial :
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A` partir de cet e´tat initial, plusieurs phe´nome`nes vont se produire : tout d’abord, la
vitesse du gaz dans la partie gauche du domaine e´tant bien plus importante que celle du
gaz, la force de traˆıne´e induira un fort ralentissement du gaz - ainsi qu’une acce´le´ration
de l’eau, dans une bien moindre mesure e´tant donne´ sa masse volumique tre`s supe´rieure
-. Paralle`lement, la diﬀe´rence de tempe´rature entre gaz et liquide induira, quant a` elle,
un e´change de chaleur entre les deux phases qui tendra a` augmenter la tempe´rature du
gaz. Cet eﬀet va se cumuler a` celui de l’e´chauﬀement du gaz issu de la transformation
de son e´nergie cine´tique en e´nergie interne, elle meˆme due au ralentissement du gaz que
nous venons d’e´voquer. C’est pourquoi la tempe´rature du gaz va localement devenir
supe´rieure a` celle du liquide. Ces perturbations ne manqueront pas de se propager
progressivement du coˆte´ ou` l’e´tat initial est homoge`ne.
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Nous allons maintenant mettre en œuvre la strate´gie de couplage dynamique de
mode`les de´ﬁnie plus haut. Il est clair que pour obtenir une simulation correcte des
phe´nome`nes que nous venons d’e´voquer, et pour tirer parti de la bien meilleure eﬃcacite´
du mode`le homoge`ne en terme de temps de calcul, la frontie`re entre les deux mode`les va
constamment devoir s’adapter a` la physique du syste`me. Concernant le parame´trage
du couplage de mode`les, apre`s quelques essais, nous avons choisi - en reprenant le
formalisme introduit lors de la description du couplage de mode`les, sous-section 3.5.2
- de ﬁxer ǫT1 = 10
−3 Tref , ǫT2 = 10
−4 Tref , ǫu1 = 10
−3 uref et ǫu2 = 10
−4 uref avec
uref = 10m.s
−1 et Tref = 293K. Les proﬁls de tempe´rature et de vitesse observe´s
au temps t = 1.510−4s, que nous avons accompagne´s de la position de la frontie`re
se´parant le mode`le a` 7 e´quations du mode`le homoge`ne, ainsi que par leurs e´quivalents
obtenus a` partir du mode`le a` 7 e´quations seul, sont les suivants :
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Une e´tude de convergence en maillage a par ailleurs e´te´ re´alise´e pour nous assurer
que le re´sultat obtenu sans couplage - c’est a` dire a` partir du mode`le a` 7 e´quations seul
- correspondait, en tre`s bonne approximation, a` la re´solution exacte de ce mode`le. Nous
remarquons que le proﬁl de tempe´rature obtenu avec couplage est tre`s correctement
calcule´, ce qui s’explique par le fait que c’est l’he´te´roge´ne´ite´ de vitesse qui se propage
le plus rapidement et positionne donc la frontie`re entre les deux mode`les. Le proﬁl de
vitesse obtenu avec couplage est e´galement bien calcule´, mais le retard ne´cessairement
pris par la position de la frontie`re entre mode`les par rapport a` l’e´volution de la physique
a pour conse´quence une chute trop rapide de la vitesse du gaz a` sa proximite´. Rappelons
en eﬀet qu’a` droite de la frontie`re, nous n’avons qu’une vitesse et qu’une tempe´rature
pour repre´senter le proble`me. Un peu plus tard, au temps t = 4.10−3s, les proﬁls de
tempe´rature et de vitesse sont les suivants :
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Ici encore, le proﬁl de tempe´rature est bien calcule´ dans le cas avec couplage, mais
on constate que l’erreur sur le proﬁl de vitesse s’st accentue´e au cours du temps, la
frontie`re entre mode`les ne s’e´tant pas propage´e suﬃsamment rapidement. Aﬁn d’ob-
tenir une meilleure pre´cision, nous avons augmente´ la sensibilite´ du mouvement de
frontie`re aux faibles he´te´roge´ne´ite´s, en divisant par 10 les parame`tres ǫT1, ǫT2, ǫu1 et
ǫu2. Voici alors le proﬁl de vitesses que nous obtenons :
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Nous voyons ici que le re´sultat est bien meilleur, et que la frontie`re a parcouru une
distance plus importante et se trouve a` la ﬁn du calcul a` l’extre´mite´ du domaine. On
peut donc, au prix d’un temps de calcul plus important, jouer sur le parame´trage du
couplage pour ame´liorer la pre´cision du calcul. Voici ﬁnalement un re´capitulatif des
temps de calcul et pre´cisions obtenues pour ces diﬀe´rents cas. L’erreur calcule´e est
l’erreur relative en norme L2 sur la vitesse du gaz, choisie apre`s qu’il ait e´te´ constate´
que cette variable e´tait la plus proble´matique en ce qui concernait le couplage. La
re´fe´rence pour le calcul de cette erreur est le proﬁl obtenu avec le mode`le a` 7 e´quations
seul, ce qui ne donne pas un e´cart avec la solution the´orique - inconnue pour ce cas -
mais qui montre bien la diﬀe´rence de proﬁl induite par le couplage. Par ailleurs dans
le tableau suivant, nous entendons par pre´cision standard le premier parame´trage du
couplage que nous avons conside´re´ - a` savoir le choix de ǫT1, ǫT2, ǫu1 et ǫu2 donne´ plus
haut -, et par pre´cision accrue le re´sultat obtenu apre`s avoir divise´ par 10 ces quatre
derniers parame`tres.
erreur L2 Temps CPU en s
Mode`le a` 7 e´quations seul 0 110
Couplage, pre´cision standard 0.016 81
Couplage, pre´cision accrue 0.0036 88
Nous conﬁrmons donc que le couplage de mode`les permet d’obtenir un meilleur
temps de calcul avec une pre´cision controˆle´e. Il est clair que son inte´reˆt se ferait d’autant
plus sentir que la zone pre´sentant un caracte`re homoge`ne serait large et pour une dure´e
importante, et que l’on s’accorderait une grande marge d’erreur sur les conse´quences
physiques des he´te´roge´ne´ite´s de vitesse et de tempe´rature.
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3.6 Conclusion
Cette partie visait a` coupler deux mode`les repre´sentant la meˆme physique - a` savoir
l’e´volution cine´matique et thermodynamique d’un me´lange de trois espe`ces dans deux
phases distinctes -, mais sous des hypothe`ses diﬀe´rentes. L’un - le mode`le homoge`ne -
conside`re que les e´changes thermiques et les e´changes d’e´nergie me´canique entre espe`ces
s’ope`re suﬃsamment rapidement pour qu’on puisse conside´rer, localement, l’unicite´ des
vitesses et des tempe´ratures. L’autre - le mode`le a` 7 e´quations - conside`re cette meˆme
hypothe`se en ce qui concerne les deux espe`ces gazeuses - il aurait 9 e´quations dans le
cas contraire - mais conside`re une tempe´rature et une vitesse spe´ciﬁques pour chaque
phase. Il va de soi que le premier mode`le est plus eﬃcace, tandis que le second est plus
pre´cis. Dans le cas de la propagation d’une onde de de´tonation dans un me´lange d’eau
liquide, de vapeur d’eau et d’air, chacun de ces mode`les trouve sa pertinence dans
une sous-partie du domaine. Le premier loin de la charge, le second a` proximite´. Cette
partie avait pour but de mettre en œuvre le mode`le homoge`ne selon la me´thode V FFC,
d’ope´rer un couplage rigoureusement conservatif, de de´ﬁnir ce que nous entendons par
loin et a` proximite´ de la charge, et de faire e´voluer dynamiquement la frontie`re pour
qu’elle se situe en permanence a` l’endroit le plus approprie´, selon des crite`res de´ﬁnis
par l’utilisateur.
Le mode`le homoge`ne, dont la the´orie pre´-existait [8], a pu eˆtre programme´ selon
la me´thode V FFC et valide´ graˆce au cas test de Sod. Il a par la suite e´te´ envi-
sage´ la re´alisation d’un cas test complexe, faisant intervenir des he´te´roge´ne´ite´s entre
phases, pour observer le comportement du mode`le homoge`ne par comparaison avec
son e´quivalent a` 7 e´quations, et controˆler que les e´coulements re´sultants e´taient, dans
une certaine mesure, similaires. Si ce constat a pu eˆtre fait, il est clair que le mode`le a`
7 e´quations capture mieux cette physique he´te´roge`ne et, en plus de donner davantage
d’informations - deux vitesses et deux tempe´rature au lieu d’une -, calcule plus ﬁne-
ment les donne´es inde´pendantes de la phase, et notamment la pression, qui constitue
notre principale variable d’inte´reˆt dans le cas de la simulation des ondes de de´tonation.
Un couplage a` frontie`re ﬁxe a par la suite e´te´ mis en place qui, de fac¸on classique,
se base sur un prolongement des deux maillages correspondant aux deux mode`les,
pour leur cre´er une partie commune permettant les e´changes d’informations, sur le
meˆme principe que les cellules du halo dans la mise en œuvre du paralle´lisme ou de
conditions aux limites pe´riodiques. La diﬀe´rence est ici que les donne´es physiques ne
sont pas traduites de la meˆme manie`re selon le mode`le conside´re´. En particulier, l’e´tat
physique est entie`rement repre´sente´ par 5 variables scalaires dans le cas du mode`le
homoge`ne, alors qu’il en faut 7 pour le mode`le he´te´roge`ne a` 7 e´quations. Cet e´change
a e´te´ de´ﬁni de telle sorte qu’aucune perte de masse, quantite´ de mouvement ou e´nergie
ne soit induite.
Finalement, nous avons mis en œuvre une me´thode de de´placement de cette frontie`re,
pour qu’elle s’adapte en permanence a` la solution du syste`me physique. Ainsi, a` chaque
ite´ration, la frontie`re peut se de´caler d’une cellule dans l’un ou l’autre sens si le besoin
s’en fait sentir. L’eﬃcacite´ de cette me´thode, ainsi que la liberte´ de l’utilisateur dans
le choix du compromis entre eﬃcacite´ et pre´cision, ont pu eˆtre controˆle´es sur un cas
test repre´sentatif des applications vise´es.
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Deuxie`me partie
Imagerie me´dicale
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Chapitre 4
Me´thode de Horn Schuck pour le
flot optique
4.1 Introduction
Le contenu de ce chapitre a e´te´ en grande partie obtenu au sein d’un laboratoire
rattache´ a` un centre de recherche hospitalier. Ce laboratoire poursuit sa mission de
R&D dans plusieurs secteurs des hautes technologies de la sante´ associe´es a` l’ima-
gerie me´dicale. Les applications propose´es sont lie´es aux pathologies vasculaires et
aux de´sordres rhe´ologiques de la circulation sanguine. Plus pre´cise´ment, l’e´quipe a` la-
quelle nous avons appartenu travaille sur l’analyse de l’e´coulement sanguin dans le
syste`me cardiovasculaire et l’e´valuation me´canique de maladies cardiaques par image-
rie ultrasonore. Ses objectifs principaux sont de de´velopper de nouveaux parame`tres
cliniques, non eﬀractifs et mesurables par e´chocardiographie, aﬁn d’ame´liorer le diag-
nostic clinique de ces maladies. Une grande partie des travaux de recherche auxquels
nous avons contribue´ a pour but d’exploiter au mieux les donne´es issues de mesures
e´chographiques. Le principe physique de cette technique d’imagerie repose sur les varia-
tions du comportement des ondes ultrasonores en fonction des proprie´te´s intrinse`ques
du milieu qu’elles parcourent. Un ensemble de transducteurs e´met des ondes ultra-
sonores dans diﬀe´rentes directions et enregistre les ondes re´trodiﬀuse´es. Aﬁn de re-
constituer l’image, on convertit en distance le temps e´coule´ entre l’e´mission et la
re´ception, puis on ﬁxe l’intensite´ du pixel correspondant proportionnelle au logarithme
de l’amplitude de l’e´cho rec¸u. La gamme de fre´quences habituellement utilise´e va de
2 a` 15MHz. Un mode`le de propagation rectiligne perturbe´ par des phe´nome`nes de
re´ﬂexion, re´fraction, diﬀusion et absorption de´crit correctement l’eﬃcacite´ de l’image-
rie par e´chographie : l’intensite´ lumineuse d’un pixel de´pend directement de l’impor-
tance de ces phe´nome`nes, et nous renseigne donc sur la texture du tissu environnant.
Des de´tails sur cette technique d’imagerie sont donne´s dans [15].
D’un point de vue the´orique, cette partie porte sur la de´termination du ﬂot optique,
c’est-a`-dire l’obtention d’un champ de de´placements a` partir de deux images succes-
sives, qui est un proble`me diﬃcile car mal pose´. Dans le domaine me´dical, le calcul
du ﬂot optique permet d’analyser les mouvements des organes, comme les contractions
cardiaques. Bien que ce the`me puisse sembler e´loigne´ des proble´matiques lie´es a` la
simulation nume´rique des e´coulements, nous allons voir que les me´thodes employe´es
sont tre`s similaires. En eﬀet, l’algorithme de de´termination du ﬂot optique e´tudie´ ici
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est base´ sur la re´solution d’une e´quation aux de´rive´es partielles par diﬀe´rences ﬁnies. Il
s’agit de l’algorithme de Horn et Schunck, une des premie`res me´thodes mises au point
pour traiter ce proble`me, tre`s largement utilise´e en raison notamment de sa simplicite´.
Nous pre´senterons en premier lieu le proble`me mathe´matique de convergence lie´ a` cet
algorithme.
Par ailleurs, l’algorithme de Horn et Schunck, tout comme nombre de me´thodes de
re´solution du ﬂot optique, est adapte´ a` des images rectangulaires, discre´tise´es sur des
grilles a` pas uniforme. Or en e´chographie, en particulier en e´chographie cardiaque,
les donne´es sont souvent obtenues en coordonne´es polaires. En eﬀet, pour balayer
un large domaine sans de´placer la sonde, on peut faire varier l’angle d’e´mission des
ultrasons plutoˆt que de leur imposer une translation. Nous verrons dans un second
temps comment adapter l’algorithme de Horn et Schunck aux coordonne´es polaires
en s’e´pargnant une interpolation sur une grille carte´sienne, e´tudierons son eﬃcacite´ et
pre´senterons quelques cas d’application.
4.2 Analyse de la me´thode Horn Schunck
Cette me´thode vise a` re´soudre le proble`me du ﬂot optique en cherchant un de´placement
qui corresponde au mieux a` la suite d’images tout en lui imposant une contrainte de
lissage. Le proble`me de minimisation qui en de´coule se rame`ne a` la re´solution d’un
syste`me line´aire qui peut eˆtre de tre`s grande taille, le nombre d’inconnues e´tant le
double du nombre de pixels de l’image pour une image en deux dimensions. Une
me´thode ite´rative a e´te´ sugge´re´e par les auteurs pour le re´soudre eﬃcacement, sans tou-
tefois qu’une de´monstration de convergence soit pre´sente´e. Bien plus tard, deux articles
sont parus, pre´sentant deux preuves de convergence diﬀe´rentes pour cette me´thode
ite´rative, preuves qui se trouvent toutes deux eˆtre fausses. Nous pre´senterons ici une
preuve correcte.
4.2.1 Description de la me´thode
Le ﬂot optique est le de´placement des points d’une image, qui se traduit en terme
de variations du champ d’intensite´ lumineuse. Les me´thodes de calcul du ﬂot optique
partent toutes du principe selon lequel chaque pixel conserve son intensite´ initiale au
cours de son de´placement. Nous notons dans la suite I(x, y, t) l’intensite´ au point (x, y)
a` l’instant t. Supposons que le pixel situe´ au point (x, y) a` l’instant t ait parcouru une
distance δx selon l’axe des abscisses et δy selon l’axe des ordonne´es, pendant une dure´e
∆t. On obtient alors :
I(x+ δx, y + δy, t+∆t) = I(x, y, t). (4.1)
Nous notons maintenant Ix =
∂I
∂x , Iy =
∂I
∂y et It =
∂I
∂t . Par ailleurs les vitesses d’un
pixel selon l’axe des abscisses et des ordonne´es sont respectivement note´es u et v. La
limite de l’e´quation (4.1) divise´e par ∆t quand ∆t tend vers 0 s’e´crit alors :
Ix u+ Iy v + It = 0. (4.2)
L’e´quation (4.2) est appele´e e´quation du ﬂot optique. On remarque que l’e´quation (4.2)
e´crite en chaque pixel ne permet pas de de´terminer le champ de vitesses, car on a une
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e´quation scalaire pour deux inconnues scalaires. Le proble`me est donc par essence mal
pose´. Les me´thodes de ﬂot optique ont pour ﬁnalite´ de rendre ce proble`me bien pose´
en ajoutant des hypothe`ses supple´mentaires, puis de le re´soudre. Une des me´thodes
les plus populaires est la me´thode de Horn et Schunck, dont le but est de chercher une
solution approche´e de (4.2) qui soit la plus re´gulie`re possible. Pour cela, on cherche le
champ de vitesses qui minimise l’inte´grale :∫
V
[(
Ix u+ Iy v + It
)2
+ α
(||∇u||2 + ||∇v||2)] (4.3)
ou` V de´signe le domaine de l’image, et α un re´el strictement positif inde´pendant de
l’image. Le premier terme de cette inte´grale doit eˆtre le plus petit possible en raison
de l’e´quation (4.2). Le deuxie`me terme est d’autant plus petit que le champ de vitesses
est lisse. Cette me´thode se base donc sur une hypothe`se de re´gularite´ du champ de
de´placement. On se place maintenant dans l’espace fonctionnel H1(V ). Soit (u, v)
un champ de vitesses qui minimise la fonctionnelle (4.3) dans cet espace. Alors la
diﬀe´rentielle de (4.3) s’annule en (u, v), ce qui s’e´crit, pour toutes fonctions (φ1, φ2) de
H1(V ) :∫
V
[
2
(
Ix u+ Iy v + It
) (
Ix φ1 + Iy φ2
)
+ 2 α
(∇u.∇φ1 +∇v.∇φ2)] = 0. (4.4)
Puis, la formule de Green permet d’e´crire :
∫
V
[
2
(
Ix u+ Iy v + It
) (
Ix φ1 + Iy φ2
)− 2 α(∆u φ1 +∆v φ2)]
+ 2 α
∫
∂V
[∂u
∂n
φ1 +
∂v
∂n
φ2
]
= 0. (4.5)
Conside´rons d’abord les fonctions φ1 et φ2 s’annulant au bord du domaine, pour les-
quelles le dernier terme du membre de gauche s’annule. Nous pouvons e´crire :∫
V
[
2
(
Ix u+ Iy v + It
) (
Ix φ1 + Iy φ2
)− 2 α(∆u φ1 +∆v φ2)] = 0. (4.6)
L’e´quation (4.6) e´tant vraie pour toutes fonctions φ1 et φ2 s’annulant au bord du
domaine, elle permet naturellement d’e´crire :
Ix
(
Ix u+ Iy v + It
)− 2 α ∆u = 0, (4.7)
Iy
(
Ix u+ Iy v + It
)− 2 α ∆v = 0. (4.8)
Maintenant, en reprenant (4.5) avec des fonctions φ1 et φ2 quelconques, et en utilisant
(4.7) et (4.8), on trouve : ∫
∂V
[∂u
∂n
φ1 +
∂v
∂n
φ2
]
= 0. (4.9)
Ceci e´tant vrai pour toutes fonctions φ1 et φ2 de H
1(V ), on en de´duit :
∂u
∂n
= 0, (4.10)
∂v
∂n
= 0. (4.11)
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Nous allons discre´tiser les e´quations (4.7), (4.8), (4.10) et (4.11) sur une grille carte´sienne
compose´e des nœuds entiers (i, j) avec 1 ≤ i ≤ N1, 1 ≤ j ≤ N2, N1 et N2 repre´sentant
les nombres de pixels selon les deux coordonne´es. Nous prenons donc comme unite´
de longueur le pas de discre´tisation. Nous partons de l’hypothe`se selon laquelle nous
disposons de deux images successives se´pare´es du pas de temps ∆t. Le calcul discre´tise´
de la de´rive´e It de l’intensite´ lumineuse par rapport au temps ne pose alors aucune
diﬃculte´. En appelant I et I ′ ces deux images successives, nous e´crivons en tout nœud
(i, j) :
It = I
′ − I,
ou` l’unite´ de temps est prise e´gale au de´calage temporel entre les deux images. Nous
pourrions utiliser plus de deux images pour obtenir une meilleure approximation de la
de´rive´e temporelle, mais nous nous limitons ici a` la me´thode la plus simple. Le calcul
des gradients Ix et Iy n’est pas plus complexe et nous prendrons en ge´ne´ral, au second
ordre, Ix(i, j) =
1
2
[
I(i+1, j)− I(i− 1, j)] et Iy(i, j) = 12 [I(i, j+1)− I(i, j− 1)] ou` h
repre´sente notre pas de discre´tisation, suppose´ valoir 1. Le calcul du Laplacien se fait
par diﬀe´rences ﬁnies. Nous utilisons la discre´tisation classique de la de´rive´e seconde
d’une fonction φ :
∂2φ
∂x2
(i, j) =
φ(i+ 1, j) + φ(i− 1, j)− 2 φ(i, j)
h2
(4.12)
La de´ﬁnition du Laplacien permet alors d’e´crire :
∆φ(i, j) =
∂2φ
∂x2
+
∂2φ
∂y2
= φ(i+ 1, j) + φ(i− 1, j) + φ(i, j + 1) + φ(i, j − 1)− 4φ(i, j)
= −4 [φ(i, j)−M(φ)(i, j)] (4.13)
ou`M(φ)(i, j) repre´sente une moyenne de φ sur les 4 plus proches voisins du nœud (i, j),
et ou` nous rappelons que notre pas de discre´tisation h vaut 1. Comme la de´ﬁnition
du Laplacien ne de´pend pas du repe`re carte´sien conside´re´, nous pouvons ge´ne´raliser ce
raisonnement : si M(φ) repre´sente la moyenne de φ sur 4 points e´quidistants du point
courant et formant deux directions orthogonales, alors d’apre`s (4.12), une approxima-
tion du Laplacien est donne´e par :
∆φ = − 4
d2
[
φ−M(φ)] (4.14)
avec d la distance se´parant le point courant des points intervenant dans la moyenne.
Par exemple, en notant :
M(φ)(i, j) =
1
4
[
φ(i+1, j+1)+φ(i+1, j−1)+φ(i−1, j+1)+φ(i−1, j−1)], (4.15)
alors ∆φ = −2 [M(φ)− φ] est une expression consistante du Laplacien, car alors d =√
2. Enﬁn, il est possible de re´aliser la moyenne de Laplaciens obtenus avec diﬀe´rents
groupes de points pour calculer un Laplacien plus robuste. C’est le choix fait par
Horn et Schunck dans leur article original. Ainsi, nous obtenons a` partir des deux
discre´tisations pre´sente´es ci-dessus :
∆φ(i, j) = 3
[
M(φ)(i, j)− φ(i, j)] (4.16)
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avec :
M(φ)(i, j) =
1
6
[
φ(i, j + 1) + φ(i, j − 1) + φ(i+ 1, j) + φ(i− 1, j)
]
+
1
12
[
φ(i+ 1, j + 1) + φ(i+ 1, j − 1) + φ(i− 1, j + 1) + φ(i− 1, j − 1)
]
. (4.17)
Nous retiendrons dans la suite que ∆φ = K
[
M(φ)−φ], avec K une constante stricte-
ment positive et M(φ) une moyenne de la fonction φ sur les voisins du point courant.
En notant λ = 2α K, les e´quations (4.7) et (4.8) se re´e´crivent :
Ix
(
Ix u+ Iy v + It
)− λ (M(u)− u) = 0, (4.18)
Iy
(
Ix u+ Iy v + It
)− λ (M(v)− v) = 0. (4.19)
La prochaine e´tape est d’exprimer u et v en fonction de M(u) et M(v), ce qui se fait
par simple inversion matricielle. Nous obtenons :
u = M(u)− Ix
(
Ix M(u) + Iy M(v) + It
)
λ+ I2x + I
2
y
, (4.20)
v = M(v)− Iy
(
Ix M(u) + Iy M(v) + It
)
λ+ I2x + I
2
y
. (4.21)
Cette e´criture me`ne aux ite´rations de Horn et Schunck sur l’entier k, e´crites en tout
point (i, j) :
uk+1 = M(u)k − Ix
(
Ix M(u)
k + Iy M(v)
k + It
)
λ+ I2x + I
2
y
, (4.22)
vk+1 = M(v)k − Iy
(
Ix M(u)
k + Iy M(v)
k + It
)
λ+ I2x + I
2
y
= 0 (4.23)
ou` la moyenne des points frontaliers, pour respecter (4.10) et (4.11), se calcule en
conside´rant que les valeurs de de´placement en dehors de la frontie`re sont e´gaux aux
plus proches de´placements faisant partie du domaine. Ainsi ces ite´rations, si elles
convergent, convergent vers la solution du syste`me (4.7), (4.8), (4.10), (4.11) discre´tise´.
4.2.2 E´tude the´orique de la convergence
L’article original de Horn et Schunck ne contient pas de preuve de convergence.
Cependant, l’utilisation tre`s re´pandue de cet algorithme pendant trente ans a montre´
empiriquement que la convergence e´tait syste´matique - l’article original de Horn et
Schunck, datant de 1981, est cite´ pre`s de 10.000 fois -. Deux preuves de convergence
diﬀe´rentes ont par la suite e´te´ publie´es, en 2004 [20] et 2008 [21]. L’article donne´ en
annexe a e´te´ publie´ par la revue SIAM journal on medical imaging. Il commence par
ge´ne´raliser l’algorithme de Horn et Schunck en dimension quelconque, ce qui a du
sens au vu des de´veloppements re´cents de l’imagerie 3D. Dans la deuxie`me partie, il
montre que les preuves de convergence ante´rieures sont fausses et a priori irrattra-
pables. Puis des hypothe`ses sont faites sur le sche´ma nume´rique utilise´, une condi-
tion ne´cessaire et suﬃsante pour rendre le proble`me bien pose´ est propose´e, et une
de´monstration de convergence est donne´e en dimension quelconque sous cette condi-
tion. Une discre´tisation tre`s ge´ne´rale du Laplacien est propose´e dans la section sui-
vante, dont il est de´montre´ qu’elle satisfait les hypothe`ses introduites dans le cadre de
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la preuve de convergence. L’article montre par la suite que les ite´rations de Horn et
Schunck sont - sauf en ce qui concerne les points de frontie`re - des ite´rations de Jacobi
par bloc, mais que les conditions ge´ne´rales de convergence de cette me´thode ne sont
pas ve´riﬁe´es dans le cas de Horn et Schunck. On pourra se re´fe´rer a` [22] pour les de´tails
et re´sultats ge´ne´raux sur la me´thode de Jacobi par blocs. Enﬁn, il est prouve´ que dans
les cas ou` le proble`me est bien pose´, la convergence des ite´rations de Horn et Schunck
entraˆıne celles d’autres me´thodes ite´ratives, a` savoir Gauss Seidel et SOR. Ce dernier
point e´tait de´ja` connu avant notre travail, e´tant donne´ que la matrice du syste`me
line´aire de Horn et Schunck e´tait de´ja` de´montre´e eˆtre de´ﬁnie positive par d’autres
auteurs, avec cette fois une preuve correcte [2]. Il est toutefois inte´ressant d’obtenir
ce meˆme re´sultat par une aproche tre`s diﬀe´rente. Tous les de´tails et re´fe´rences sont a`
consulter dans l’article en annexe.
4.3 Horn et Schunck en e´chographie cardiaque
Maintenant que nous sommes convaincus de la validite´ des ite´rations de Horn et
Schunck pour aborder le proble`me du ﬂot optique, cette section vise a` l’appliquer dans
notre domaine, a` savoir l’e´chographie du cœur. Comme alternative a` la me´thode de
Horn et Schunck ou a` celles qui en de´rivent, dites globales car le champ de de´placement
calcule´ en chaque point prend en compte l’ensemble des pixels, on trouve des approches
dites locales, en ge´ne´ral issues des travaux de Lucas et Kanade [17]. Le principe de ces
dernie`res me´thodes est de se´parer l’image en feneˆtres dont la taille peut varier, a`
condition de ne pas eˆtre re´duite a` un pixel. Dans l’approche originale, on conside`re
que les de´placements sont e´gaux au sein d’une feneˆtre, ce qui traduit l’hypothe`se
de re´gularite´ e´galement conside´re´e dans les approches globales. Ainsi, l’e´criture des
e´quations du ﬂot optique (4.7), (4.8) en chaque point d’une feneˆtre donne un syste`me
line´aire surde´termine´, que l’on re´sout au sens des moindres carre´s. Parmi les avantages
oﬀerts par cette me´thode, on note la rapidite´ de calcul et la robustesse par rapport aux
valeurs aberrantes et aux variations rapides de mouvement, qui peuvent survenir en
certains points de l’image. A contrario, un avantage de la me´thode de Horn et Schunck
par rapport a` celle de Lucas et Kanade est qu’elle donne un champ de de´placement
dense et lisse. Les approches globales semblent particulie`rement bien adapte´es a` l’ima-
gerie du cœur car cet organe ne pre´sente pas a priori de variations rapides dans les
de´placements, ce qui valide l’hypothe`se de re´gularite´ sur l’ensemble du domaine de
calcul. L’algorithme pre´ce´demment de´crit, cependant, ne s’applique pas directement
au cas des images issues de l’e´chographie cardiaque. En eﬀet, comme explique´ en in-
troduction, il est fre´quent que les donne´es issues de mesures e´chographiques soient
obtenues en coordonne´es polaires. Cela de´pend en fait du type de sonde utilise´ : on
appelle sonde sectorielle une sonde qui fait varier l’angle du faisceau d’ultrasons, par
opposition a` la sonde line´aire pour laquelle une translation est ope´re´e sur ce faisceau.
Ce principe est repre´sente´ sur le dessin suivant, ou` l’on distingue ces deux types de
sondes :
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Il nous faut donc, pour pouvoir traiter l’ensemble de ces situations, adapter la
me´thode de Horn et Schunck aux coordonne´es polaires.
4.3.1 Adaptation de la me´thode Horn Schunck aux coordonne´es po-
laires
Nous repartons des e´quations (4.7), (4.8), (4.10), (4.11), que nous allons discre´tiser
sur une grille en coordonne´es polaires, c’est a` dire sur un ensemble de points de la
forme
{(
r cos(θ), r sin(θ)
)|r = i dr, θ = j dθ}, avec 1 ≤ i ≤ N1, 1 ≤ j ≤ N2, N1 et
N2 repre´sentant les nombres de pixels selon les deux coordonne´es. Notons que nous
conside´rons toujours deux directions principales orthogonales x et y sur lesquelles sont
projete´s les gradients et vitesses. Ces directions, dans le cas des coordonne´es polaires,
sont choisies arbitrairement, mais nous choisirons en ge´ne´ral pour la direction x la
me´diane de l’angle forme´ par le faisceau ultrasonore. Le calcul de la de´rive´e temporelle
It ne pose pas plus de diﬃculte´s que dans le cas d’une grille carte´sienne, et se fait
toujours par soustraction de deux images successives. Les gradients Ix et Iy, eux, se
calculent diﬀe´remment. Nous notons (er, eθ) la base conventionnelle orthonorme´e en
coordonne´es polaires, et (ex, ey) la base ﬁxe en coordonne´es carte´siennes. Les gradients
sont donne´s par :
∇I = ∂I
∂r
er +
1
r
∂I
∂θ
eθ, (4.24)
dont une approximation au premier ordre est :
∇I(r, θ) = I(r + dr, θ)− I(r, θ)
dr
er +
I(r, θ + dθ)− I(r, θ)
r dθ
eθ. (4.25)
Il faut ensuite projeter ces gradients dans la base ﬁxe (ex, ey). En notant Ir et Iθ les
coordonne´es de ∇I dans la base (er, eθ), on a classiquement :(
Ix
Iy
)
=
(
cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)
)(
Ir
Iθ
)
. (4.26)
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Nous avons besoin maintenant d’une expression du Laplacien en coordonne´es polaires.
Il est bien connu que :
∆φ =
∂2φ
∂r2
+
1
r2
∂2φ
∂θ2
+
1
r
∂φ
∂r
. (4.27)
Nous pouvons donc utiliser le sche´ma de discre´tisation suivant :
∆φ(r, θ) =
φ(r + dr, θ) + φ(r − dr, θ)− 2 φ(r, θ)
d2r
+
1
r2
φ(r, θ + dθ) + φ(r, θ − dθ)− 2 φ(r, θ)
d2θ
+
1
r
φ(r + dr, θ)− φ(r − dr, θ)
2 dr
, (4.28)
qui peut se re´e´crire :
∆φ(r, θ) = K(r)
[
λ1(r) φ(r + dr, θ) + λ2(r) φ(r − dr, θ)
+ λ3(r) φ(r, θ + dθ) + λ4(r) φ(r, θ − dθ)− φ(r, θ)
]
(4.29)
avec :
K(r) =
2
d2r
+
2
(r dθ)2
, (4.30)
λ1(r) =
1
K(r)
( 1
d2r
+
1
2 r dr
)
, (4.31)
λ2(r) =
1
K(r)
( 1
d2r
− 1
2 r dr
)
, (4.32)
λ3(r) = λ4(r) =
1
K(r) (r dθ)2
. (4.33)
Maintenant, pour tout point de la grille, de coordonne´es r et θ, nous notons :
M(φ)(r, θ) = λ1(r) φ(r + dr, θ) + λ2(r) φ(r − dr, θ)
+ λ3(r) φ(r, θ + dθ) + λ4(r) φ(r, θ − dθ) (4.34)
et K(r, θ) = K(r). Alors l’expression du Laplacien en coordonne´es polaires s’e´crit en
tout point :
∆φ(r, θ) = K(r, θ)
[
M(φ)(r, θ)− φ(r, θ)]. (4.35)
Finalement, les e´quations (4.18) et (4.19) restent valables avec cette nouvelle de´ﬁnition
de la fonction moyenne M , et l’on peut toujours e´crire les ite´rations (4.22) et (4.23)
pour re´soudre le syste`me line´aire qui en de´coule. Nous notons que, malgre´ l’utilisation
des coordonne´es polaires, nous avons conserve´ comme inconnues les projections u et v
du de´placement sur la base ﬁxe (ex, ey). Attention toutefois, il existe deux diﬀe´rences
notables avec le cas des coordonne´es carte´siennes :
• Pour le calcul de la moyenne M(φ), diﬀe´rents poids sont aﬀecte´s aux diﬀe´rents
voisins du point courant, c’est a` dire le point ou` l’on calcule le Laplacien, et la
distribution de ces poids est variable en fonction de la position du point courant.
• Le coeﬃcient K n’est pas ﬁxe mais varie selon la position du point courant.
En conse´quence, la preuve de convergence des ite´rations de Horn et Schunck pre´sente´e
en annexe ne s’applique pas au cas des coordonne´es polaires. Nous nous contenterons
donc du constat empirique selon lequel la convergence est toujours vraie dans ce cas.
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4.3.2 Test de l’algorithme
De nombreuses questions concernant la validite´ de l’adaptation de la me´thode de
Horn et Schunck en coordonne´es polaires, a` la diﬀe´rence des coordonne´es carte´siennes,
n’ont pas pu eˆtre re´solues mathe´matiquement, a` savoir l’existence d’une solution unique
pour le proble`me discre´tise´ en coordonne´es polaires, la convergence des ite´rations de
Jacobi, la convergence de la solution discre`te vers la solution exacte, et l’eﬃcacite´ de
cette me´thode pour approximer le de´placement re´el. Plusieurs cas tests ont donc e´te´
re´alise´s aﬁn de controˆler tous ces points.
Convergence des ite´rations de Jacobi Le test consiste a` tirer des images au
hasard (l’intensite´ en chaque point est choisie selon une variable ale´atoire uniforme) et
a` observer le comportement du sche´ma ite´ratif. Ce test a e´te´ re´alise´ un grand nombre
de fois, et la convergence est syste´matique. On remarque que la vitesse de convergence
croˆıt largement lorsque le facteur de lissage diminue, phe´nome`ne qui existait de´ja` dans
le cas des coordonne´es carte´siennes et qui peut eˆtre compris par lecture de la preuve
de convergence pre´sente´e en annexe.
Convergence de la solution discre`te vers la solution continue Il existe un
cas facilement exprimable en coordonne´es polaires pour lequel la solution exacte du
proble`me de Horn et Schunck, (4.18) et (4.19), est connue. On conside`re une couronne,
sur laquelle on va imposer des conditions de Dirichlet :
Il est bien connu que la solution de l’e´quation de Laplace (∆φ = 0) sur ce domaine
est de la forme :
φ(r, θ) = A ln(r) +B.
Les coeﬃcients A et B se calculent facilement a` partir des valeurs impose´es aux bords.
Nous rappelons que le syste`me a` re´soudre s’e´crit :
Ix
(
Ix u+ Iy v + It
)− λ (M(u)− u) = 0, (4.36)
Iy
(
Ix u+ Iy v + It
)− λ (M(v)− v) = 0. (4.37)
La me´thodologie est alors la suivante : on conside`re les champs de de´placement (u∗, v∗)
solutions de l’e´quation de Laplace. On tire au hasard des gradients Ix et Iy en chaque
point, puis on calcule des gradients It de telle sorte que la relation Ix u
∗+Iy u
∗+It = 0
soit ve´riﬁe´e partout. Il est alors clair que (u∗, v∗) est le champ de de´placement solution
du proble`me de Horn et Schunck.
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Nous pouvons maintenant controˆler la convergence de la solution du proble`me discre´tise´
vers la solution exacte du proble`me continu. Des tests ont e´te´ re´alise´s sur une couronne
de rayon inte´rieur e´gal a` 0.1 et de rayon exte´rieur e´gal a` 1. Les conditions de Dirichlet
impose´es e´taient u = 0 et v = 2 sur le bord inte´rieur, u = 1 et v = 4 sur le bord
exte´rieur. La plage d’angles allant de 0 a` 2 π a e´te´ divise´e en 10 pixels, tandis que
la plage de distance allant de 0.1 a` 1 a e´te´ divise´e en 30 pixels. La solution attendue
e´tant invariante par rotation, le pas de discre´tisation en angle n’est pas important. Il
a e´te´ choisi tre`s grand dans un souci de gain de temps. La courbe suivante montre
l’e´volution des solutions the´oriques et calcule´es en fonction du rayon, pour un angle
ﬁxe´. Le coeﬃcient de lissage α a e´te´ pris e´gal a` la moyenne des carre´s des intensite´s,
de fac¸on a` e´quilibrer les deux termes de l’e´quation a` re´soudre. Une e´tude sera re´alise´e
par la suite sur l’inﬂuence de ce coeﬃcient de lissage sur les re´sultats.
Figure 4.1 – Proﬁls the´orique et calcule´ par la me´thode de Horn Schunck polaire
Nous constatons visuellement que la solution calcule´e est proche de la solution
the´orique, alors que le nombre de pixels est faible. La courbe suivante montre la conver-
gence vers la solution exacte lorsque le pas de discre´tisation tend vers ze´ro. Le pas de
discre´tisation en angle dθ n’a pas e´te´ modiﬁe´, tandis que le pas de discre´tisation en
distance dr a e´te´ progressivement diminue´. R repre´sente le rayon exte´rieur de la cou-
ronne. Dans la suite de ce chapitre, l’erreur relative est de´ﬁnie a` partir de la norme L2
sur l’ensemble du domaine de calcul.
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Figure 4.2 – Mesures d’erreurs pour l’algorithme de Horn Schunck polaire : inﬂuence
du pas d’espace.
Ce cas test a e´galement permis de faire un constat important : lors des ite´rations
de Jacobi, le test d’arreˆt sur la diﬀe´rence entre deux re´sultats successifs doit eˆtre tre`s
strict. Autrement dit, Il faut attendre une diﬀe´rence relative tre`s faible entre deux
ite´rations successives pour espe´rer avoir atteint la solution. Pour les tests pre´sente´s
ci-dessus, il fallait attendre une erreur relative de l’ordre de 10−7 entre deux ite´rations
aﬁn d’obtenir un bon re´sultat. Par ailleurs, si la de´croissance de cette erreur relative est
assez rapide lors des premie`res ite´rations, elle devient nettement plus lente lorsqu’on
approche de la condition d’arreˆt. Ainsi, la convergence de la me´thode de Jacobi est
assez lente, ce qui est un point ne´gatif de la me´thode Horn Schunck polaire par rapport
a` la me´thode Horn Schunck classique.
Efficacite´ de la me´thode L’e´tape suivante a e´te´ de de´ﬁnir un champ de de´placement
correspondant a` une re´alite´ physique, de de´former une image selon ce champ de
de´placement, et d’observer dans quelle mesure la me´thode de Horn et Schunck polaire
permettait de retrouver le de´placement initialement ﬁxe´. La de´formation de l’image a
e´te´ faite de la manie`re suivante :
• Calcul des gradients Ix et Iy en tous points.
• Choix d’un champ de de´placement (u, v).
• Calcul des de´rive´es temporelles It en supposant l’e´quation du ﬂot optique (Ix u+
Iy v + It = 0) ve´riﬁe´e.
• Calcul de l’image de´forme´e I ′ a` partir de l’image connue I graˆce a` la relation
It = I
′ − I.
Le de´placement choisi est celui d’un vortex, c’est-a`-dire un de´placement de corps rigide
autour d’un point central. Notons que ce point central n’est pas l’origine de notre repe`re
polaire. Ce cas a e´te´ choisi car il est relativement simple a` mettre en œuvre, et parce
que des vortex peuvent eˆtre de´tecte´s en e´chographie cardiaque, lorsqu’un agent de
contraste a e´te´ me´lange´ au sang. Ce de´placement est de´taille´ sur le sche´ma suivant : le
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point O repre´sente le point central du vortex, le point M un point quelconque dans le
domaine de calcul,
−→
W = (u, v) est le vecteur de´placement au point M et −→n un vecteur
unitaire orthogonal au domaine de calcul. On ﬁxe alors
−→
W = −→n ⊗−−→OM .
Figure 4.3 – Domaine de calcul
Nous visualisons ci-dessous l’image de de´part. Il s’agit d’un ventricule gauche en
court axe, c’est a` dire en vue horizontale. L’angle varie de −π6 et π6 sur 158 pixels, et
la distance de 1 a` 13 sur 198 pixels.
Figure 4.4 – Ventricule gauche en court axe
Les ﬁgures suivantes montrent le vortex the´orique utilise´ pour de´former l’image et le
champ de de´placement retrouve´ graˆce a` la me´thode pre´ce´demment de´veloppe´e, au prix
d’un temps CPU avoisinant une minute. Nous constatons visuellement que l’algorithme
Horn Schunck polaire semble fonctionner. Ici encore, le coeﬃcient de lissage a e´te´ pris
du meˆme ordre de grandeur que les carre´s des gradients d’intensite´.
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Figure 4.5 – Comparaison des re´sultats
L’erreur obtenue en norme L2 est de 0.0018. Il est inte´ressant de constater une
telle eﬃcacite´. Si N repre´sente le nombre de pixels, nous avons retrouve´ avec une
erreur tre`s faible un champ de de´placement comprenant 2 N valeurs scalaires, alors
que nous ne disposions que de N e´quations. C’est l’hypothe`se de re´gularite´ du champ
de de´placement qui nous a permis d’y parvenir.
Influence des imperfections Dans notre de´formation de l’image, au paragraphe
pre´ce´dent, nous avons assure´ artiﬁciellement un exact respect de l’e´quation du ﬂot
optique, ce qui n’est pas le cas dans la pratique. Les principales perturbations qui
distordent l’e´quation du ﬂot optique sont les erreurs de mesure et les erreurs de
discre´tisation dans le calcul des gradients. Cette dernie`re erreur est d’autant plus faible
que les de´placements sont petits, et donc que la cadence d’acquisition des images est
e´leve´e. Plus pre´cise´ment, nous allons conside´rer que les gradients re´els suivent des lois
normales de valeurs moyennes Ix et Iy (gradients calcule´s) et d’e´carts types ǫ Ix et
ǫ Iy , ou` ǫ de´signe un petit parame`tre. Ainsi, la relation fondamentale du ﬂot optique
devient dans la pratique :
It = −(Ix u+ Iy v) N(1, ǫ2), (4.38)
ou` N(1, ǫ2) repre´sente la distribution normale de moyenne 1 et d’e´cart type ǫ. Toujours
a` partir de la meˆme premie`re image, on peut ainsi construire une deuxie`me image - ce
qui revient a` construire un champ de de´rive´es temporelles - qui prenne en compte ces
imperfections. Notons que l’e´quation (4.38) peut se re´e´crire :
It = −(Ix u+ Iy v)
[
1 + ǫ N(0, 1)
]
, (4.39)
de sorte que l’e´cart type ǫ peut eˆtre vue comme l’importance relative du bruit par
rapport au signal. Dans la suite, le parame`tre ǫ sera donc identiﬁe´ a` cette impor-
tance relative du bruit. Nous constatons une progression a` peu pre`s line´aire de l’er-
reur en fonction du bruit. Lorsque le bruit atteint 10% du signal, nous retrouvons les
de´placements the´oriques avec une erreur relative infe´rieure a` 6%, ce qui semble large-
ment acceptable. Des tests ont e´te´ re´alise´s pour diﬀe´rentes valeurs de ǫ. Les re´sultats
sont repre´sente´s sur la courbe suivante :
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Figure 4.6 – Mesures d’erreurs pour l’algorithme de Horn Schunck polaire : inﬂuence
du bruit.
Influence du coefficient de lissage Le coeﬃcient de lissage - note´ α dans la
pre´sentation de la me´thode - est de´ﬁni arbitrairement par l’utilisateur et inﬂuence
le re´sultat, ce qui est en de´faveur de l’eﬃcacite´ de cette me´thode pour retrouver le
de´placement re´el. Il est inte´ressant d’observer les diﬀe´rences obtenues dans les re´sultats
pour diﬀe´rents coeﬃcients de lissage. Pour le cas test du vortex avec ajout de 5% de
bruit, nous observons qu’une multiplication par 1000 du facteur de lissage cre´e une
diﬀe´rence relative de 7% seulement dans les re´sultats, ce qui est rassurant. Une e´tude
plus approfondie a e´te´ re´alise´e : les courbes suivantes montrent l’e´volution de l’erreur
en fonction du coeﬃcient de lissage, pour diﬀe´rentes amplitudes de bruit. Nous consta-
tons la pre´sence d’un minimum, c’est a` dire d’un coeﬃcient de lissage optimal, mais
il est malheureusement a priori impossible de le connaˆıtre a` l’avance. Nous remar-
quons e´galement que ce coeﬃcient de lissage optimal est plus petit pour une image
moins bruite´e. Cela n’est pas surprenant, une des ﬁnalite´s du facteur de lissage e´tant
d’e´liminer le bruit. Nous notons ici I20 la moyenne des carre´s des gradients d’intensite´.
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Figure 4.7 – Mesures d’erreurs pour l’algorithme de Horn Schunck polaire : inﬂuence
du coeﬃcient de lissage.
4.3.3 Cas re´els
La dernie`re e´tape de validation est l’application de cette me´thode de calcul du
ﬂot optique a` des e´chocardiographies re´elles, pour nous assurer que les re´sultats obte-
nus ressemblent visuellement aux de´placements re´els du muscle cardiaque. Comme le
montrent les images ci-dessous, qui superposent les images e´chographiques aux champs
de de´placement calcule´s, les re´sultats sont encourageants :
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Figure 4.8 – E´chographie du ventricule gauche en court axe avec champ de
de´placement calcule´. Phase de diastole.
Cette image du ventricule gauche a e´te´ acquise lors de la diastole. Il s’agit de la
pe´riode au cours de laquelle le cœur se relaˆche pour se remplir de sang. Notre algorithme
permet d’observer ce relaˆchement et de deviner le mouvement de la paroi du ventricule.
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Figure 4.9 – E´chographie du ventricule gauche en court axe avec champ de
de´placement calcule´. Phase de systole.
A` l’inverse, cette image du meˆme ventricule gauche a e´te´ acquise lors de la systole,
c’est-a`-dire lors de la contraction des chambres du cœur. Ici e´galement, l’algorithme de
Horn et Schunck polaire permet de deviner la contraction du ventricule. Notons que
dans ces deux images, les ﬂe`ches situe´es a` l’inte´rieur du ventricule ne correspondent pas
aux de´placements re´els. En eﬀet cette zone contient du sang et n’est donc pas e´choge`ne
(i.e. re´ﬂe´chit peu les ultrasons). Par conse´quent, les de´placements obtenus dans cette
zone doivent eˆtre vus comme un prolongement lisse´ des mouvements exte´rieurs a` cette
zone.
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Figure 4.10 – E´chographie du ventricule gauche en long axe avec champ de
de´placement calcule´. Agent de contraste dans le sang.
Cette dernie`re image est issue d’une autre e´chographie, avant laquelle un agent
de contraste a e´te´ me´lange´ au sang. Cela permet de rendre le sang plus e´choge`ne et
d’e´tudier son mouvement a` l’inte´rieur du cœur. Il s’agit toujours du ventricule gauche,
vu cette fois en long axe, c’est a` dire en vue verticale. On peut voir l’arrive´e du sang
a` gauche et la cre´ation d’un vortex en haut, ce qui correspond a` ce qu’on observe
en faisant de´ﬁler rapidement les images successives. La comparaison des de´placements
calcule´s avec ce que l’on perc¸oit en regardant le ﬁlm est la seule validation possible, et
nous la conside´rons pertinente, le cerveau re´solvant inconsciemment le proble`me du ﬂot
optique - par quelle me´thode ? - pour nous rendre capables de deviner les de´placements.
4.4 Conclusion
Cette partie avait pour cadre la me´thode de Horn et Schunck pour le ﬂot optique,
qui a e´te´ e´tudie´e sous deux aspects :
• D’abord dans un contexte ge´ne´ral et mathe´matiques, nous avons produit une
preuve de convergence pour la re´solution ite´rative du syste`me line´aire de´coulant
de cette me´thode. Cette preuve, ainsi que des re´sultats annexes sur les proprie´te´s
de ce syste`me et la possibilite´ d’utiliser d’autres me´thodes ite´ratives pour le
re´soudre, font l’objet de l’article propose´ en annexe.
• Puis dans le contexte de l’imagerie me´dicale, et en particulier de l’e´chographie
cardiaque, nous avons teste´ la pertinence d’utiliser cet algorithme pour re´soudre
le ﬂot optique. Une e´tape interme´diaire a e´te´ de l’adapter a` des images obtenues
en coordonne´es polaires, ce qui est presque toujours le cas en e´chographie car-
diaque. Puis nous l’avons teste´ sur des cas allant de l’image analytique a` l’image
re´elle, et avons conclu sur son eﬃcacite´.
118
Sur ce deuxie`me point, la comparaison avec des me´thodes dites locales, comme celle
de Lucas et Kanade [17] a e´te´ faite - a` l’avantage de la me´thode de Horn et Schunck
- mais n’a pas e´te´ pre´sente´e, car ces me´thodes locales peuvent eˆtre parame´tre´es et
ame´liore´es de multiples manie`res, de sorte qu’on ne pourrait conclure a` leur ineﬃcacite´
en se contentant de leur mise en œuvre la plus simple. C’est d’ailleurs ces me´thodes
locales qui, une fois optimise´es, sont le plus souvent mises en œuvre au sein des outils
d’imagerie industriels. Cependant, les algorithmes utilise´s par les entreprises du secteur
e´tant sous secret industriel, nous n’avons pu ope´rer la comparaison avec notre me´thode.
Cette partie avait donc pour but, plus que de comparer la me´thode simple et ancienne
de Horn et Schunck a` des me´thodes industrielles optimise´es et e´prouve´es, de montrer :
• que l’on pouvait appliquer la me´thode de Horn et Schunck, et plus pre´cise´ment
la famille des me´thodes globales - cette dernie`re me´thode pouvant elle aussi eˆtre
largement ame´liore´e -, a` l’e´chographie cardiaque,
• qu’en de´pit de la diﬃculte´ induite par l’acquisition en coordonne´es polaire des
donne´es issues de l’e´chographie cardiaque, une interpolation sur une grille carte´sienne
- et la ne´cessaire perte d’informations qui en de´coule - n’e´tait pas ne´cessaire, la
me´thode de Horn et Schunck pouvant eˆtre adapte´e avec succe`s a` ce syste`me de
coordonne´es.
Ainsi, notre travail ne pre´tend pas reconside´rer la manie`re dont doivent eˆtre pro-
gramme´s les outils industriels, qui emploient des me´thodes largement ame´liore´es depuis
les travaux de Horn et Schunck datant de 1980, et des outils de re´solution des syste`mes
line´aires optimise´s. Cependant, la me´thode de Horn et Schunck a servi de socle a`
bon nombre des me´thodes actuelles, et a encore aujourd’hui une utilite´ pe´dagogique
e´vidente, de sorte que l’e´criture d’une preuve de convergence rigoureuse nous a semble´
inte´ressante - d’autant plus que d’autres travaux pre´tendaient a` tort avoir re´pondu au
proble`me -. Par ailleurs, son application re´ussie a` un domaine spe´ciﬁque de l’imagerie
montre que l’on peut obtenir une bonne approximation du ﬂot optique graˆce a` un
programme simple et des moyens nume´riques modestes, sans ne´cessairement recourir
a` des me´thodes industrielles complexes.
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Conclusion ge´ne´rale
Comme point commun aux travaux pre´sente´s ici, nous pouvons citer la recherche
d’une plus grande eﬃcacite´ en temps de calcul dans la re´solution d’e´quations aux
de´rive´es partielles.
Le premier chapitre avait pour cadre la simulation nume´rique des impacts de vague.
Des mode`les biﬂuides 2D ﬁns et complets existaient avant ce travail et permettaient
une re´solution pre´cise du proble`me. Nous avons cherche´ a` cre´er le mode`le le plus simple
et le plus eﬃcace qui soit capable de conside´rer la de´formation longitudinale du bloc
d’eau. En plus de l’inte´reˆt e´vident apporte´ par la de´croissance des temps de calcul,
nous pensons qu’en isolant les processus pre´ponde´rants intervenant dans l’e´volution
d’un phe´nome`ne physique, de fac¸on a` y limiter les eﬀorts de simulation, nous allons
de plus dans le sens d’une meilleure compre´hension de ce phe´nome`ne. Nous savons
maintenant que les extre´mite´s late´rales d’un bloc d’eau tombant dans le gaz descendent
plus vite que son centre, et ont donc tendance a` emprisonner une poche de gaz, ce qui
n’est pas sans conse´quence sur la tenue de la paroi au choc. Le mode`le ayant mene´ a`
ce constat e´tant relativement simple par comparaison a` un code biﬂuide 2D complet,
nous pouvons, de plus, facilement de´crypter les e´tapes qui me`nent le syste`me dans
cette situation.
Le deuxie`me chapitre se voulait plus ge´ne´ral et avait pour objectif la mise en place
d’une me´thodologie eﬃcace de raﬃnement automatique de maillage, aﬁn notamment
d’optimiser le temps de calcul a` pre´cision donne´e. L’apparition de termes non conser-
vatifs dans les mode`les a` plusieurs espe`ces a entraˆıne´ des diﬃculte´s the´orique qui, aﬁn
de les traiter de la manie`re la plus ge´ne´rique possible, nous ont amene´ a` produire
des re´sultats ge´ne´raux sur les conse´quences de l’invariance galile´enne pour un mode`le
conservatif. Cela conduit a` une remise en question, dans le mode`le a` trois espe`ces et
deux phases (7 e´quations), de la fac¸on dont est corrige´ le ﬂux pour assurer a` certaines
matrices du syste`me de bonnes proprie´te´s mathe´matiques. Ce dernier point n’a toute-
fois pas pu s’accompagner d’une alternative re´ellement satisfaisante permettant la prise
en compte des maillages mobiles, et nous n’avons pas pu e´largir la me´thode e´labore´e
a` ce dernier mode`le.
Le troisie`me chapitre, plus spe´ciﬁque, visait toujours a` optimiser un temps de calcul,
pour la simulation nume´rique des syste`mes compose´ d’eau liquide, d’air et de vapeur
d’eau. Nous basant sur des travaux existants portant sur :
• l’e´laboration d’un mode`le ﬁn et complet pour ce type de syste`mes, conside´rant
notamment une tempe´rature et une vitesse pour chaque phase,
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• l’e´laboration d’un mode`le base´ sur une hypothe`se d’homoge´ne´ite´ des vitesses et
des tempe´ratures entre les phases, ayant le conside´rable avantage d’eˆtre conser-
vatif,
nous avons ope´re´ un couplage permettant de situer chaque mode`le dans la zone ge´ome´trique
ou` l’on peut tirer parti de ces points forts, qui sont respectivement la pre´cision et l’eﬃ-
cacite´ de calcul. Il s’agissait donc, la` aussi, d’optimiser la ressource nume´rique utilise´e
a` phe´nome`ne physique donne´.
Le quatrie`me chapitre concernait un autre domaine pour lequel la re´solution eﬃcace
d’e´quations aux de´rive´es partielles est un enjeu important : l’imagerie. En particulier, le
proble`me du ﬂot optique, c’est a` dire la recherche d’un de´placement a` partir d’une suite
d’images, nous a inte´resse´s. Nous nous sommes concentre´s sur un algorithme tre`s connu
de calcul du ﬂot optique, celui de Horn et Schunck, qui consiste en substance a` re´soudre
un syste`me line´aire par une me´thode ite´rative. La proble´matique de re´solution eﬃcace
de ce syste`me est primordiale e´tant donne´ sa taille qui peut devenir tre`s importante
dans les applications re´elles, en particulier avec l’essor de l’imagerie 3D. Une preuve
originale de convergence de cet algorithme a e´te´ propose´e ainsi qu’une ge´ne´ralisation de
la me´thode en dimension quelconque. Nous recentrant par la suite sur les applications,
nous avons adapte´ cet algorithme au type d’images rencontre´ en e´chographie cardiaque,
et avons valide´ son eﬃcacite´ dans ce contexte.
Ainsi, sur ces diﬀe´rents sujets, nous avons pu contribuer a` une meilleure compre´hension
et une utilisation plus eﬃcace de divers outils permettant de re´soudre les e´quations
aux de´rive´es partielles. Si les capacite´s des calculateurs, en termes de me´moire et
de temps d’exe´cution, croissent de fac¸on vertigineuse depuis quelques de´cennies, la
proble´matique de l’optimisation mathe´matique des me´thodes de re´solution n’en de-
meure pas moins un sujet primordial. D’une part, parce que c’est la conciliation des
progre`s technologiques et algorithmiques qui permet d’entrevoir sans cesse de nou-
velles applications, rendant calculable en un temps raisonnable ce qui ne l’e´tait pas
auparavant. D’autre part - et c’est surtout sur ce point que s’est concentre´ notre tra-
vail -, parce que la cre´ation d’outils simples fonctionnant rapidement sur des machines
standards est un enjeu pour nombre d’industriels, qui ne disposent pas des moyens ou
compe´tences pour s’engager dans la voie du calcul haute performance, et qui souhaitent
des re´ponses simples a` des questions complexes.
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A Proof of Convergence of the Horn–Schunck Optical Flow Algorithm in
Arbitrary Dimension∗
Louis Le Tarnec†, Franc¸ois Destrempes‡, Guy Cloutier§, and Damien Garcia¶
Abstract. The Horn–Schunck (HS) method, which amounts to the Jacobi iterative scheme in the interior of
the image, was one of the first optical flow algorithms. In this paper, we prove the convergence
of the HS method whenever the problem is well-posed. Our result is shown in the framework of
a generalization of the HS method in dimension n ≥ 1, with a broad definition of the discrete
Laplacian. In this context, the condition for the convergence is that the intensity gradients not all
be contained in the same hyperplane. Two other works ([A. Mitiche and A. Mansouri, IEEE Trans.
Image Process., 13 (2004), pp. 848–852] and [Y. Kameda, A. Imiya, and N. Ohnishi, A convergence
proof for the Horn-Schunck optical-flow computation scheme using neighborhood decomposition, in
Combinatorial Image Analysis, Springer, Berlin, 2008, pp. 262–273]) claimed to solve this problem
in the case n = 2, but it appears that both of these proofs are erroneous. Moreover, we explain why
some standard results about the convergence of the Jacobi method do not apply for the HS problem,
unless n = 1. It is also shown that the convergence of the HS scheme implies the convergence of the
Gauss–Seidel and successive overrelaxation schemes for the HS problem.
Key words. optical flow, Horn–Schunck algorithm, Jacobi iterations
AMS subject classifications. 68U10, 11D04, 05C50, 65F10, 65N22, 65F35
DOI. 10.1137/130904727
1. Introduction. Optical flow refers to the distribution of apparent movement of intensity
patterns in an image caused by the relative motion between an observer and the scene. The
Horn–Schunck (HS) method was one of the first optical flow algorithms used to determine a
displacement field from several successive images [10]. The original HS method is based on a
global approach and introduces a quadratic prior term of smoothness in the classical equation
of the optical flow. This algorithm is especially adapted to speckled or diﬀuse images like
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those encountered in several modalities where a displacement field without discontinuity or
significantly high gradients is expected [24, 16, 14]. Thus, the HS method and its derived
forms remain of high interest in some areas of motion imaging. Other complex and very
proficient estimators for optical flow, however, now exist in the context of natural scenes [2, 3]
to take into account discontinuities at object edges.
Based on a discretization of the diﬀerential operators appearing in the HS optical flow
formulation, the HS method results in a linear system that can be solved with direct or iterative
methods. In comparison to direct methods, the iterative solvers have the advantage of needing
lower computational data storage and to be easily programmable. It is well known that the
matrix involved in the HS linear system is symmetric positive definite, as a consequence of
the V-ellipticity of the HS functional [18]. This ensures, for example, the eﬃciency of the
direct Cholesky decomposition and of the iterative Gauss–Seidel or successive overrelaxation
(SOR) solvers. However, the positive definiteness does not permit one to conclude about the
method proposed in Horn and Schunck’s initial paper, which is an iterative 2 × 2 blockwise
solver [10] and corresponds to the Jacobi solver for the interior points of the image only. In
fact, it is shown in this work that the positive definiteness is implied by the convergence of
the HS scheme. The Gauss–Seidel and SOR solvers are known to converge at least twice as
fast as the Jacobi solver [4, Theorem 5.3-4]. These iterative solvers can be made parallelizable
using, for instance, a special red-black reordering of the unknowns in the linear system [6, 25].
The Jacobi iterative solver, however, has the advantage of being directly parallelizable since
it does not use values computed in the current iteration step [20, 21].
One known general result about the convergence of the Jacobi method concerns strictly
(block) diagonally dominant matrices, which is not the case here. Another result concerns
(block) irreducible and weakly dominant matrices, an assumption which is not satisfied for
images of dimension greater than 1 under the appropriate Neumann boundary conditions.
Whether the iterative method for the HS linear system with the Neumann boundary conditions
converges still remains unsolved. Indeed, the paper of Horn and Schunck did not include a
proof of convergence [10]. Two proofs of convergence have been published since then, in [17]
and [13], both for 2-dimensional images. However, as far as we can tell, these two proofs are
erroneous. There is also a short argument in [23, p. 249] based on diagonally dominant matrices
(without blocks), for the convergence of the pointwise Jacobi method, that is erroneous.
Under a general perspective, there are three main points in an optical flow algorithm:
(1) the formulation of the continuous energy (functional) to be minimized; (2) the discretiza-
tion scheme; and (3) the solver used to minimize the energy. The scope of this work is to
present a proof that the HS iterative solver (and hence the Gauss–Seidel and SOR solvers) con-
verges for the original quadratic HS functional under a generic discretization scheme adopted
in this paper.
In section 2, we state a generalization of the HS method in dimension n. In section 3, we
explain why the previous proofs are erroneous and cannot be fixed. In section 4, we define
some hypotheses about the discrete Laplacian, propose a necessary and suﬃcient condition for
the linear system of Horn and Schunck to be invertible, and state our convergence result. The
proof is presented in section 5. In section 6, we define a general way of calculating a discrete
Laplacian in dimension n. In section 7, we show that our general discrete Laplacian satis-
fies the hypotheses imposed to get the convergence result. In Appendix A, the HS iterativeD
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scheme is derived in detail from the discretization of the HS problem. In Appendix B, it is
explained why the coeﬃcient matrix of the HS scheme is not strictly (block) diagonally dom-
inant matrices, nor (block) irreducible and weakly dominant matrices under the appropriate
Neumann boundary conditions for images of dimension greater than 1. A result is shown
in Appendix C that implies the convergence of the Gauss–Seidel and SOR iterative schemes
whenever the Jacobi method converges, under appropriate conditions. This result also implies
that the Gauss–Seidel and SOR methods converge for the HS problem, as a consequence of
the convergence of the HS iterative scheme. In Appendix D, details are given to explain why
the proofs of [17, 13] are erroneous.
2. Statement of the problem. The optical flow problem is usually applied to 2-
dimensional images of a moving scene [10]. Optical flow has also been used to analyze motion
in one, three, or four dimensions [22, 9, 5]. In this work, we investigate the convergence of
the HS optical flow problem in the generalized case of dimension n ≥ 1. We thus consider
an orthotope V ⊂ Rn, i.e., a parallelotope whose edges are all mutually perpendicular (a seg-
ment if n = 1, a rectangle if n = 2, or a cuboid if n = 3). In the optical flow problem,
each element of V generally corresponds to an intensity or brightness that varies over time.
Given the intensity field over two or more successive instants, the aim of the HS method is to
determine the corresponding displacement field. As we propose here a proof of convergence
in the context of n-dimensional arrays, we first state an n-dimensional generalization of the
HS method (for the classical 2-dimensional formulation, we refer the reader to [10]).
Let I denote the intensity field on V , It its derivative with respect to time t, ∇I its
gradient with respect to position, and u the displacement field. We start from the well-known
optical flow identity:
(2.1) ∇I · u+ It = 0,
which means that a given (apparently moving) point of V keeps its initial intensity during its
displacement. Then, a regularization method is employed to impose low spatial variations in
the displacement field. By definition, the HS method consists in minimizing the unconstrained
functional:
(2.2) J(u) =
∫
V
{(∇I · u+ It)2 + µ ‖∇u‖2} dV,
where µ > 0 is a positive real number and ‖ · ‖, in the entire paper, represents the Euclidean
norm. The Euler–Lagrange equation corresponding to this minimization problem reads as
follows:
µ△u = (∇I · u+ It)∇I = [∇I∇IT ]u+ It∇I on V,(2.3)
∂u
∂n
= 0 on ∂V.(2.4)
Here, ∂∂n is the diﬀerentiation operator in the direction of the normal n to the boundary
∂V , and the superscript T denotes transposition of matrices. The displacements without the
superscript T are considered to be column vectors (in Rn). Note that the Neumann boundary
conditions (2.4) arise naturally from the unconstrained minimization problem (2.2).D
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Now, we will discretize the expression of (2.3) on a lattice Λ covering the orthotope V .
The restriction of the intensity field on the lattice Λ can be viewed as a (discretized) image.
In what follows, we assume that there are N ≥ 2 elements in the lattice Λ. Then, a discretized
displacement field is of the form u = (ui)i∈Λ, where ui = (ui1, . . . , uin)
T denotes the displace-
ment vector at the point i. In the following, we will say that a displacement field u is uniform
if all the displacement vectors ui are identical. Now, (2.3) can be written for i ∈ Λ as
(2.5) µ△(u)i = [∇I∇IT ]i ui + It,i∇Ii,
where It,i denotes the partial derivative of the intensity I with respect to t evaluated at the
point i. In (2.5), △(u)i is a discretized Laplacian that depends linearly on the vectors ui for
i ∈ Λ. Hence, the consideration of (2.5) for i ∈ Λ yields a linear system of nN equations and
nN unknowns, where N is the number of points in Λ. The discretization of the Laplacian
can classically be written as
(2.6) △(u)i = κ {M(u)i − ui},
where κ > 0 is a positive real number and M a linear transformation (on the vector space of
displacement fields) that returns for each point an average of the displacement field over its
neighbors:
(2.7) M(u)i =
∑
j∈Λ
λij uj,
where λij, for i, j ∈ Λ, are nonnegative real numbers. We will adopt in section 6 a general
expression of this operator. In the following, we denote for notational convenience
(2.8) α = µκ,
where µ is the regularization weight of (2.2), so that the coeﬃcient α is a positive real number.
In order to solve the linear system (2.5), Horn and Schunck [10] proposed an iterative method
that is assumed to converge to the solution. Let P be the linear transformation (on the vector
space of displacement fields) defined by P (u)i = Pi ui for i ∈ Λ, where Pi = In− [∇I∇I
T ]i
α+‖∇Ii‖2
and
In is the n × n identity matrix. Let d be the displacement field defined by di = − It,i∇Iiα+‖∇Ii‖2
for i ∈ Λ. Then, the HS iterative scheme is expressed as follows:
(2.9) uk+1 = P M
(
uk
)
+ d.
See Appendix A for a derivation of (2.9). Also, it is shown in Appendix B that the HS iterative
scheme of (2.9) amounts to the Jacobi iterative scheme in the interior of the orthotope V , but
never at its boundary points. Moreover, in that appendix, we explain why standard results
(based on block diagonally dominant matrices) on the convergence of the Jacobi iterative
scheme do not apply in this context, due to the natural Neumann boundary conditions (2.4).
We also explain why the short argument of [23, p. 249] based on diagonally dominant matrices
(without blocks) for the pointwise Jacobi method is erroneous for the HS problem.D
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In Appendix C, it is shown that the convergence of the Gauss–Seidel and SOR iterative
schemes is implied by the convergence of the Jacobi method, under appropriate conditions,
based on a result about symmetric positive definite matrices. In particular, this result implies
that the Gauss–Seidel and SOR methods converge for the HS problem, as a consequence of
the convergence of the HS iterative scheme.
It would be straightforward to prove the convergence of the Jacobi solver in the presence
of Dirichlet boundary conditions since the matrix would be block irreducible and weakly
block diagonally dominant in that case. However, we recall that the Neumann conditions are
intrinsically related to the minimization of the cost function (2.2).
3. Previous proofs. As stated in the introduction, the two existing proofs of convergence
of the Jacobi solver in the context of the HS problem ([17] and [13]) appear to be erroneous.
Let us now see in detail where the errors occurred and why we think that they cannot be
fixed.
In [17], the cornerstone of the proof of convergence of the Jacobi method for solving the
HS linear system relies on [17, eq. (16)], which states that the function defined by the matrix
“P” of [17, eq. (9)] (not to be confused with the linear transformation P of (2.9) of the present
paper) is contracting for the norm defined by [17, eq. (10)], for any image. However, it appears
that the only case for which this can be true is if the image is uniform, as explained in detail
in Appendix D.
In [13, eq. (20)], we notice that no condition is given for the convergence of the HS
iterations. However, in view of Theorem 4.1 below, that assertion is false (a condition on the
image gradients is needed to make the HS problem well-posed). Thus, the proof in [13] must
be erroneous. In Appendix D, we give further details on intermediate statements that are
false in [13].
Finally, in [23, p. 249], the special case of the HS problem amounts to Ψ′(s2) = 1 (see also
[23, p. 247, second column]). In that case, the iterations of [23, eqs. (14) and (15)] amount
to the Jacobi iterative scheme for the system (2.5), but without considering n × n blocks.
It is asserted that “If the discrete image gradient does not vanish at one point, the system
matrix of these equations is irreducibly diagonally dominant. This guarantees the existence
of a unique solution of the linear system and global convergence of the Jacobi iterations [26]”.
But, as shown in Appendix B, the coeﬃcient matrix of the system is not even diagonally
dominant, except in a special case. Thus, that argument is also erroneous.
4. Statement of the main result. First, the operator M of (2.6) and (2.9) comes from
the Laplacian discretization and returns, for each point, an average of the displacement field
over its neighbors as in (2.7). We will have to define several hypotheses about M . In what
follows, we will assume the following:
(H1) For all points i and j of Λ, λij = λji.
(H2) At every point i of Λ,
∑
j∈Λ λij = 1.
Intuitively, (H1) comes from the isotropy property of the smooth Laplacian, and (H2) is nec-
essary in order to have a null Laplacian when the displacement field is uniform. As we will see
in section 7, these hypotheses are verified with the general discretization scheme of section 6.
In order to state the last hypothesis, we have to define the graphG by its set of vertices V (G) =
Λ and its set of edges E(G) = {(i, j) ∈ Λ2 : λij = 0}. If (i, j) ∈ E(G), we write i ∼G j.Do
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We assume that the lattice Λ is of the form {(i1, i2, . . . , in) : iℓ is an integer ranging from 0
to Nℓ − 1 for 1 ≤ ℓ ≤ n}, where Nℓ ≥ 1 for 1 ≤ ℓ ≤ n. Thus, the number of points in Λ is
equal to N =
∏n
ℓ=1Nℓ. From (H1), this graph is undirected (i.e., i ∼G j if j ∼G i). Let us
now recall that an undirected graph G is connected if, for any two vertices i and j of G, there
exists a path from i to j in G. We can now state the last hypothesis:
(H3) The graph G is connected.
We will see in section 7 that (H3) is also true with the general discretization scheme of
section 6. Actually, this is an immediate consequence of the fact that the closest neighbors
of a point are taken into account in the average calculation at this point. In the following,
we will call rank of (∇Ii) the dimension of the subspace of Rn that is spanned by the vectors
∇Ii, i ∈ Λ.
Theorem 4.1. Under hypotheses (H1), (H2), and (H3), the following hold:
• If the rank of (∇Ii) is n, the linear system (2.5) has a unique solution and the iterations
(2.9) converge to this solution.
• If the rank of (∇Ii) is not n, the problem is ill-posed; i.e., the linear system (2.5) does
not have a unique solution.
Let us notice that the rank of (∇Ii) is diﬀerent from n if and only if the intensity gradients
are all contained in the same hyperplane. In that case, the image is invariant along the
direction orthogonal to this hyperplane. The fact that this condition makes the problem ill-
posed is not surprising, as it is clear that a displacement along this particular direction cannot
be detected by studying the variations of intensity over time.
5. Proof of the main result. The linear transformation M and the coeﬃcients λij are
defined in (2.7). The linear transformation P and the matrix Pi are defined in section 2 before
(2.9). We define the norm of a displacement field u by ‖u‖ = (∑i∈Λ ‖ui‖2)1/2, where ‖ui‖ is
the Euclidean norm on Rn.
Lemma 5.1. Under hypotheses (H1) and (H2), the following hold:
• For every displacement field u, ‖M(u)‖ ≤ ‖u‖.
• If equality holds, then for any two points i ∼G j, we have M(u)i = uj.
Proof. For each point i, we get by hypotheses (H1) and (H2) that
∑
j∈Λ λij =
∑
j∈Λ λji =
1. Then, for each direction ℓ, Jensen’s inequality [12] applied to the strictly convex function
x→ x2 yields
(5.1)
[∑
j∈Λ
λij ujℓ
]2 ≤∑
j∈Λ
λij u
2
jℓ.
We can now write
‖M(u)‖2 =
n∑
ℓ=1
∑
i∈Λ
[∑
j∈Λ
λij ujℓ
]2
≤
n∑
ℓ=1
∑
i∈Λ
∑
j∈Λ
λij u
2
jℓ =
n∑
ℓ=1
∑
j∈Λ
∑
i∈Λ
λij u
2
jℓ
=
n∑
ℓ=1
∑
j∈Λ
u2jℓ
[∑
i∈Λ
λij
]
=
n∑
ℓ=1
∑
j∈Λ
u2jℓ = ‖u‖2.(5.2)
D
ow
nl
oa
de
d 
02
/1
1/
14
 to
 1
32
.2
04
.3
.5
7.
 R
ed
ist
rib
ut
io
n 
su
bje
ct 
to 
SIA
M 
lic
en
se 
or 
co
py
rig
ht;
 se
e h
ttp
://w
ww
.si
am
.or
g/j
ou
rna
ls/
ojs
a.p
hp
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Copyright © by SIAM. Unauthorized reproduction of this article is prohibited. 
ON CONVERGENCE OF THE HORN–SCHUNCK METHOD 283
Moreover, let us suppose that ‖M(u)‖ = ‖u‖. Then, for each point i and each ℓ, the equality
in (5.1) is reached. Thus, the coordinates ujℓ associated with the nonvanishing coeﬃcients
λij are all identical (cf. [8]). This means that uj = uj′ for any two points i ∼G j and i ∼G j′.
Therefore, it follows that M(u)i =
∑
j′∈Λ λij′uj′ = (
∑
j′∈Λ λij′)uj = uj , where j is any point
such that i ∼G j.
Lemma 5.2. For every displacement field u, we have ‖P (u)‖ ≤ ‖u‖. The equality holds if
and only if ui is orthogonal to the gradient ∇Ii at any point i of Λ. In that case, P (u)i = ui
at any point i of Λ.
Proof. Let u be a displacement field and i a point of the image. There exist a vector a
of Rn and a real number b such that ∇ITi a = 0 and ui = a + b∇Ii. From the expression of
Pi, we find Pi a = a (because ∇ITi a = 0) and Pi∇Ii =
(
1 − ‖∇Ii‖2
α+‖∇Ii‖2
)∇Ii. Thus, Pi ui =
a + b∇Ii
(
1 − ‖∇Ii‖2
α+‖∇Ii‖2
)
. We notice here that ‖ui‖2 = ‖a‖2 + b2 ‖∇Ii‖2 and ‖Pi ui‖2 =
‖a‖2+ (1− ‖∇Ii‖2
α+‖∇Ii‖2
)2
b2 ‖∇Ii‖2. So, we get that ‖Pi ui‖ ≤ ‖ui‖, and that the equality holds
if and only if b = 0 or ∇Ii = 0 (i.e., ui = a), which means if and only if ∇ITi ui = 0. Finally,
‖P (u)‖2 = ∑i∈Λ ‖Pi ui‖2 ≤ ∑i∈Λ ‖ui‖2 = ‖u‖2, with equality if and only if ∇ITi ui = 0 at
every point i of Λ. In that case, it is clear that Pi ui = ui at every point i of Λ.
Let us recall that the HS iterations read as uk+1 = P M(uk) + d. We can now show
the convergence of these iterations, under our condition on the intensity field. From Lemmas
5.1 and 5.2, we find that ‖PM(u)‖ ≤ ‖u‖ for any displacement field u. A feature of the
following proof consists in showing that ||(PM)N (u)|| < ‖u‖ for any nonzero displacement
field u, where N is the number of points in Λ.
Proof of Theorem 4.1. We still suppose that (H1), (H2), and (H3) are verified. Let
us assume that the rank of (∇Ii) is n. Let us assume, by contradiction, that there is a
displacement field u = 0 such that ‖(PM)N (u)‖ = ‖u‖. So, there is a point i∗ ∈ Λ such that
ui∗ = 0. Let i be any point of Λ. We claim that there is a path from i to i∗ in the graph G
of length 1 ≤ L ≤ N (N is the number of elements in G). Indeed, if i = i∗, then a minimal
path will do; if i = i∗, then the path i0 = i ∼G i1 ∼G i∗ = i will do, where i1 is any neighbor
of i in the graph G. Let this path be of the form i0 = i ∼G i1 ∼G i2 ∼G · · · ∼ iL = i∗.
From Lemmas 5.1 and 5.2, the assumption ‖(PM)N (u)‖ = ‖u‖ implies that ‖(PM)L(u)‖ =
‖M(PM)L−1(u)‖ = ‖(PM)L−1(u)‖ = · · · = ‖u‖. Moreover, again from Lemmas 5.1 and 5.2,
we have (PM)L(u)i0 = M(PM)
L−1(u)i0 = (PM)
L−1(u)i1 = · · · = uiL . Also, from Lemma
5.2, we have thatM(PM)L−1(u)i0 is orthogonal to ∇Ii0 and thus that uiL = ui∗ is orthogonal
to∇Ii0 = ∇Ii. Since the point i is arbitrary, we deduce that the space spanned by the gradient
vectors ∇Ii is orthogonal to the nonzero vector ui∗ , which is a contradiction. Thus, under the
condition of convergence stated in the theorem and for u = 0, we have ‖(P M)N (u)‖ < ‖u‖.
We now consider the function u→ ‖(P M)N (u)‖ defined on the hypersphere {u | ‖u‖ = 1}.
This function is continuous and defined on a compact set, i.e., a bounded closed subset of
the vector space of displacement fields. Therefore, the function is bounded and reaches its
maximal value. This ensures that there exists β < 1 such that for every displacement field u,
‖(P M)N (u)‖ ≤ β ‖u‖. Since, moreover, ‖PM(u)‖ ≤ ‖u‖, the conclusion about the existence
of a solution for the linear system (2.5), its uniqueness, and the convergence of the iterations
(2.9) to this solution is then a classical result (see [19, p. 101], for example).
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We now suppose that the rank of (∇Ii) is less than n. In this case, the intensity gradients
are all contained in the same hyperplane. Let us consider a displacement field u∗ that is
uniform, diﬀerent from zero, and orthogonal to this hyperplane. Because of hypothesis (H2),
which imposes
∑
j∈Λ λij = 1 at each point i, and because u
∗ is uniform, we get M(u∗) = u∗.
Moreover, because ∇ITi u∗i = 0 at each point i, Lemma 5.2 says that P (u∗) = u∗. Thus,
P M(u∗) = u∗. This shows that the linear system u = P M(u) + d (equivalent to the linear
system (2.5)) has a nonzero solution when d = 0, so that the coeﬃcient matrix of the linear
system (2.5) is not invertible.
6. The discrete Laplacian in dimension n.
6.1. Description of a general scheme. Recall that the lattice Λ is assumed to be of
the form {(i1, i2, . . . , in) : iℓ is an integer ranging from 0 to Nℓ − 1 for 1 ≤ ℓ ≤ n}, where
Nℓ ≥ 1 for 1 ≤ ℓ ≤ n. The lattice Λ is viewed as a subset of the Cartesian product Zℓ.
In the following, the norms L1 and L∞ are denoted by ‖(i1, i2, . . . , in)‖L1 =
∑n
ℓ=1 |iℓ| and
‖(i1, i2, . . . , in)‖L∞ = max1≤ℓ≤n |iℓ|. We will now define a general way of calculating a discrete
Laplacian in dimension n, based on [15]. As proposed in [15], we consider the n-dimensional
finite-diﬀerence stencil Si around a point i, consisting of the 3
n − 1 points k ∈ Zℓ that verify
‖i − k‖L∞ = 1. Then, we divide these stencil points into the sets S(r)i (1 ≤ r ≤ n) of points
k ∈ Zℓ that verify ‖i−k‖L1 = r. As explained in [15], it turns out that for each r in {1, . . . , n},
a discretization of the Laplacian can be constructed from the Taylor expansions of the points
of S
(r)
i about the point i. The remaining part of this section concerns only interior points of
the lattice Λ; the boundary cases are discussed in section 6.2. So, if i is not a boundary point,
the discretization of the Laplacian is given in [15, formula (2.2)]:
(6.1) △(r)(u)i = κr
∑
k∈S
(r)
i
(uk − ui),
where κr =
2n
r Card(S
(r)
i )
. Based on the definition of S
(r)
i , it is clear that Card(S
(r)
i ) =
(n
r
)
2r,
where
(
n
r
)
= n!r!(n−r)! . Thus, κr is independent of the point i. Then, a general way to calculate
a global discrete Laplacian at the point i is to make a weighted average of the Laplacians
obtained for the diﬀerent sets S
(r)
i . Such a discretization can be written as
(6.2) △(u)i =
n∑
r=1
wr△(r)(u)i,
where the weights wr ≥ 0 are nonnegative real numbers such that
∑n
r=1wr = 1. We also
denote κ =
∑n
r=1wr κr Card(S
(r)
i ), independent of i, and γr =
wr κr
κ , so that
(6.3) △(u)i = κ
{( n∑
r=1
∑
k∈S
(r)
i
γr uk
)
− ui
}
.
We notice here that the coeﬃcients γr are nonnegative and verify
(6.4)
n∑
r=1
∑
k∈S
(r)
i
γr =
n∑
r=1
γr Card
(
S
(r)
i
)
=
n∑
r=1
wr κr
κ
Card
(
S
(r)
i
)
= 1.
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In the following, we will impose w1 = 0. This is a natural hypothesis because it means that
△(1)(u)i, which is calculated from the closest neighbors of i, is taken into account in the
Laplacian calculation at i. Therefore, we have γ1 = 0. Note that a simple way of calculating
a discrete Laplacian in dimension n is to set w1 = 1. The dimension independent Laplacian
given in [15] is obtained by setting wr =
(n−1
r−1
)
21−n. These coeﬃcients are chosen so that
some properties of the smooth Laplacian are kept with the discrete Laplacian (see [15] for more
details). The scheme chosen by Horn and Schunck [10] in the 2-dimensional case, detailed
below, is obtained by setting w1 = w2 =
1
2 (which is the dimension independent Laplacian in
the case n = 2).
❡ ❡ ❡f g h
❡ ❡ ❡d i e
❡ ❡ ❡a b c
Λ
Figure 1. The 2-dimensional finite-diﬀerence stencil for the Laplacian calculation at an interior point i of
a lattice Λ.
In Figure 1, as an example, the stencil Si is composed of the points {a, b, c, d, e, f, g, h}.
We have S
(1)
i = {b, d, e, g} and S(2)i = {a, c, f, h}. The scheme of Horn and Schunck [10] is
△(u)i = κ {16 (ub + ud + ue + ug) + 112 (ua + uc + uf + uh) − ui}, with κ = 3. Here, the
coeﬃcient γ1 associated with S
(1)
i is
1
6 , and the coeﬃcient γ2 associated with S
(2)
i is
1
12 .
Finally, from (2.4), the boundary conditions considered here are that the normal deriva-
tives vanish at the boundary of the image. In [10], Horn and Schunck explained how to deal
with these conditions: when a point outside the image is needed, the displacement of the
closest point inside the image is copied.
The description of the discretization scheme given above is suﬃcient for programming the
HS algorithm: just choose some coeﬃcients wr, calculate the corresponding coeﬃcients γr,
use (2.9) with M(u)i =
∑n
r=1
∑
k∈S
(r)
i
γr uk (cf. (2.6) and (6.3)), and apply the boundary
conditions when necessary.
6.2. Determination of the weights in the average calculation. We will now give an
expression of the coeﬃcients λij defined in (2.7), in order to verify hypotheses (H1), (H2), and
(H3) in the next section.
Let us give a rigorous definition of the boundary conditions. We denote Λ′ = {(k1, k2, . . . ,
kn) : −1 ≤ kℓ ≤ Nℓ, 1 ≤ ℓ ≤ n} and define the function f from Λ′ to Λ such that
f{(k1, k2, . . . , kn)} = (j1, j2, . . . , jn), where, for each ℓ in {1, . . . , n}, the following hold:
• If 0 ≤ kℓ ≤ Nℓ − 1, then jℓ = kℓ.
• If kℓ = −1, then jℓ = 0.
• If kℓ = Nℓ, then jℓ = Nℓ − 1.Do
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Then, our discretization scheme can be written at each point i of Λ, even if i is a boundary
point:
(6.5) △(u)i = κ
{( n∑
r=1
∑
k∈S
(r)
i
γr uf(k)
)
− ui
}
.
Now, given two points i and j of Λ and an integer r in {1, . . . , n}, we denote A(r)ij the set of
points defined by
(6.6) A
(r)
ij = {k ∈ S(r)i ⊂ Λ′ : f(k) = j}.
Then, for two points i and j of Λ, we set
(6.7) λij =
n∑
r=1
Card
(
A
(r)
ij
)
γr.
It is clear that at each point i of Λ and for every displacement field u
(6.8)
∑
j∈Λ
λij uj =
n∑
r=1
∑
k∈S
(r)
i
γr uf(k).
Thus, from (6.5), our discretization scheme can be written as in (2.6) and (2.7): △(u)i =
κ {M(u)i − ui}, with M(u)i =
∑
j=∈Λ λij uj.
❡ ❡ ❡ ❡
❡ ❡ ❡ ❡f g h
❡ ❡ ❡ ❡d i e
Λ
Λ
′
❡ ❡ ❡ ❡a b c
Figure 2. The 2-dimensional finite-diﬀerence stencil for the Laplacian calculation at a boundary (corner)
point i.
In Figure 2, as a complement to the example of Figure 1, the stencil Si of the boundary
point i (located at a corner of the lattice Λ) is composed of the points {a, b, c, d, e, f, g, h}.
As for Figure 1, we have S
(1)
i = {b, d, e, g} and S(2)i = {a, c, f, h}. Based on the definition of
(6.6), one obtains A
(1)
i,i = {b, d} and A(2)i,i = {a}; A(1)i,e = {e} and A(2)i,e = {c}; A(1)i,g = {g} and
A
(2)
i,g = {f}; A(1)i,h = ∅ and A(2)i,h = {h}. The corresponding scheme of Horn and Schunck [10] is
△(u)i = κ {16 (2ui+ue+ug)+ 112 (ui+ue+ug+uh)−ui} = κ { 112 (5ui+3ue+3ug+uh)−ui},
with κ = 3. Again, the coeﬃcient γ1 associated with S
(1)
i is
1
6 , and the coeﬃcient γ2 associated
with S
(2)
i is
1
12 . The case of a boundary point not located at the corner of Λ (such as the point
e in Figure 2) can be treated similarly.D
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7. Verification of the hypotheses. We now have to verify that the general n-dimensional
scheme described in section 6 fulfills the hypotheses of section 4:
(H1) For all points i and j of Λ, λij = λji.
(H2) At every point i of Λ,
∑
j=∈Λ λij = 1.
(H3) The graph G is connected.
Proposition 7.1. With the discretization scheme of section 6, (H1) is satisfied.
Proof. Let i and j be two points of Λ, and let r be an integer in {1, . . . , n}. As in section
6.2, we denote A
(r)
ij the set of points k belonging to S
(r)
i and satisfying f(k) = j. By definition,
a point k belongs to A
(r)
ij if and only if the following hold:
• ‖k − i‖L∞ = 1;
• ‖k − i‖L1 = r;
• f(k) = j.
Let us now define the function gij from N
n to Nn by gij(k) = k + i − j. We will show that
gij(A
(r)
ij ) ⊂ A(r)ji . We denote i = (i1, i2, . . . , in) and j = (j1, j2, . . . , jn). Let k = (k1, k2, . . . , kn)
be a point of A
(r)
ij , and let ℓ be an integer in {1, . . . , n}.
• If kℓ = −1, then jℓ = 0 (because f(k) = j) and iℓ = 0 (because ‖k − i‖L∞ ≤ 1 and i
belongs to Λ), so that kℓ + iℓ − jℓ = −1.
• If kℓ = Nℓ, similarly, jℓ = iℓ = Nℓ − 1 and kℓ + iℓ − jℓ = Nℓ.
• In the other cases, kℓ = jℓ (because f(k) = j), so that kℓ + iℓ − jℓ = iℓ.
First, from the definition of the function f , the three previous cases applied to each coordinate
l of {1, . . . , n} yield f(gij (k)) = f(k + i − j) = i. Moreover, in each of these three cases, it
is clear that |(kℓ + iℓ − jℓ)− jℓ| = |kℓ − iℓ| (either because jℓ = iℓ or because kℓ = jℓ). Thus,
from ‖k − i‖L∞ ≤ 1 and ‖k − i‖L1 = r, we obtain ‖gij(k)− j‖L∞ = 1 and ‖gij(k)− j‖L1 = r.
This permits us to conclude that gij(A
(r)
ij ) ⊂ A(r)ji .
Now, as gij is a translation, it is injective, so that Card(A
(r)
ij ) ≤ Card(A(r)ji ). Then, as we
did not impose any hypothesis about i and j, we can exchange them and write Card(A
(r)
ji ) ≤
Card(A
(r)
ij ), so that Card(A
(r)
ij ) = Card(A
(r)
ji ). Finally, (6.7) imposes that λij = λji, so that
(H1) is verified.
Proposition 7.2. With the discretization scheme of section 6, (H2) is satisfied.
Proof. Let i be a point of Λ. Equation (6.8) applied to a displacement field u that is
uniform and diﬀerent from zero yields
∑n
r=1
∑
k∈S
(r)
i
γr =
∑
j=∈Λ λij . Then, (6.4) imposes∑
j=∈Λ λij = 1, so that (H2) is verified.
Proposition 7.3. With the discretization scheme of section 6, (H3) is satisfied.
Proof. Let i be a point of the image lattice Λ. By hypothesis, we have that γ1 = 0. So,
from (6.7), we have that for two close neighbors i and j of Λ, i.e., such that ‖i − j‖L1 = 1,
λij = 0. Indeed, in that case, j belongs to A(1)ij , so that Card(A(1)ij ) = 0. So, two close
neighbors are always linked in G, and the connectedness of G becomes obvious.
So, (H1), (H2), and (H3) are fulfilled with the discretization scheme of section 6, and we
are under the conditions of Theorem 4.1.
8. Conclusion. The proposed convergence result was shown using a general definition of
the discrete Laplacian. That definition includes the classical scheme of Horn and SchunckD
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in dimension 2 and a general scheme (see section 6) for n-dimensional Laplacians. In this
context, a necessary and suﬃcient condition for the problem to be well-posed (i.e., to have a
unique solution) is that the intensity gradients not all be contained in the same hyperplane.
Under that condition, the HS iterations converge to the solution. It was also shown that the
convergence of the HS iterative scheme implies the convergence of the Gauss–Seidel and SOR
solvers for the HS problem.
Appendix A. Here the details of the derivation of (2.9) in dimension n ≥ 1 are presented.
From (2.6) and (2.8), equation (2.5) is equivalent to
(A.1) (α In + [∇I∇IT ]i)ui − αM(u)i = −It,i∇Ii,
where In denotes the n× n identity matrix. Let us now notice that
(A.2) [∇I ∇IT ]2i = ∇Ii [∇IT ∇I]i∇ITi = ‖∇Ii‖2 [∇I∇IT ]i.
Thus,
(α In + [∇I ∇IT ]i) (α In + ‖∇Ii‖2In − [∇I∇IT ]i)
= α (α+ ‖∇Ii‖2)In.(A.3)
So,
(α In + [∇I ∇IT ]i)−1 = α In + ‖∇Ii‖
2 In − [∇I∇IT ]i
α (α+ ‖∇Ii‖2)
= α−1 In − α−1 [∇I∇I
T ]i
α+ ‖∇Ii‖2 .(A.4)
We also have
(A.5) [∇I∇IT ]i It,i∇Ii = It,i∇Ii [∇IT ∇I]i = ‖∇Ii‖2 It,i∇Ii.
Now, from (A.4) and (A.5), the expression (A.1) can be rewritten as
(A.6) ui =
(
In − [∇I∇I
T ]i
α+ ‖∇Ii‖2
)
M(u)i − It,i∇Ii
α+ ‖∇Ii‖2 .
This equality leads us to write the general HS iterations for an n-dimensional image:
(A.7) uk+1i =
(
In − [∇I∇I
T ]i
α+ ‖∇Ii‖2
)
M(uk)i − It,i∇Ii
α+ ‖∇Ii‖2 .
With the notation introduced in section 2, we thus obtain (2.9).
Appendix B.We discuss the condition of block diagonally dominant matrices in the context
of the Jacobi solver for the HS problem. We refer the reader to [11, 1] for results on the
convergence of the Jacobi method for strictly diagonally dominant matrices or irreducible and
weakly diagonally dominant matrices, as well as [7] for the corresponding notions in the case
of block matrices.D
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First, using (2.5), (2.6), (2.7), and (2.8), we observe that (2.5) can be rewritten in the
form (see (A.1))
(B.1)
{
αui + [∇I ∇IT ]i ui
}−
N∑
j=1
αλij uj = −It,i∇Ii.
Let Aij , for i, j ∈ Λ, be the n× n matrices defined by
Aij = −αλijIn, i = j;(B.2)
Aii =
(
α In + [∇I ∇IT ]i
)− αλiiIn.(B.3)
Then, the Jacobi iteration is expressed as
(B.4) uk+1i = A
−1
ii
(
−
∑
j 
=i
Aij u
k
j − It,i∇Ii
)
.
Lemma B.1. Assume that 0 ≤ λii < 1. Then, the inverse matrix of the block Aii is equal
to 1α(1−λii) P
′
i , where P
′
i = In − [∇I∇I
T ]i
α(1−λii)+‖∇Ii‖2
.
Proof. The lemma follows directly from (A.4) upon replacing α by α′ = α(1− λii).
So, let i be a point in the interior of Λ. From section 6, λii is then equal to 0. Then,
P ′i = Pi and the Jacobi iteration for the point i of (B.4) reads as
uk+1i = α
−1Pi
(∑
j 
=i
αλiju
k
j − It,i∇Ii
)
(B.5)
= PiM(u
k)i + di,(B.6)
which amounts to the HS iteration (2.9). On the other hand, since λii = 0 if i is a boundary
point, the Jacobi iteration is never the HS iteration at boundary points.
Let ||P ′i || be the norm of the matrix P ′i defined by maxui 
=0 ||P
′
iui||
||ui||
based on any norm
of Rn.
Lemma B.2. Let n ≥ 2, and consider a vector ui in Rn that is orthogonal to ∇Ii. Then,
P ′i (ui) = ui. Therefore, ||P ′i || ≥ 1 no matter the norm used on Rn.
Proof. This result follows directly from the proof of Lemma 5.2.
Lemma B.3. If n ≥ 2 and hypothesis (H2) is fulfilled, then ||A−1ii ||−1 ≤
∑
j 
=i ||Aij ||, for
any i, no matter the norm used on Rn.
Proof. From the definition (B.2) of Aij , j = i, we have
∑
j 
=i ||Aij || = α
∑
j 
=i λij . Then,
from Lemmas B.1 and B.2 and hypothesis (H2), we have ||A−1ii ||−1 = α(1 − λii) ||P ′i ||−1 ≤
α(1− λii) = α
∑
j 
=i λij .
From Lemma B.3, one concludes that the matrix A is never weakly (or strictly) block
diagonally dominant if n ≥ 2 under hypothesis (H2).1 On the other hand, if one uses the
Euclidean norm on Rn, one can easily show that ||A−1ii ||−1 =
∑
j 
=i ||Aij ||, for any i, because
1Recall that a matrix A is weakly (or strictly) block diagonally dominant if ||A−1ii ||
−1 ≥
∑
j =i ||Aij || for any
i and if that inequality is strict for some (or any, respectively) i.D
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||P ′i || = 1 for that norm. So, in that case, A is block diagonally dominant (i.e., ||A−1ii ||−1 ≥∑
j 
=i ||Aij || for any i), but the inequality is never strict.
Next, we show that the matrix A defined by (B.2) and (B.3) is not diagonally dominant if
n ≥ 2 (here, the matrix is not viewed as a block matrix), except in very special cases. We first
treat the case n = 2. The absolute values of the diagonal elements of the matrix Aii are equal
to α(1−λii)+I2x,i and α(1−λii)+I2y,i, whereas the sum of the absolute values of the elements oﬀ
the diagonal for the corresponding rows of the matrix A are equal to
∑
j 
=i αλij+|Ix,i||Iy,i| and∑
j 
=i αλij + |Iy,i||Ix,i|. Using the identity
∑
j λij = 1, diagonal dominance is then equivalent
to I2x,i ≥ |Ix,i||Iy,i| and I2y,i ≥ |Iy,i||Ix,i|, which implies that |Ix,i| = |Iy,i| for each i such that
Ix,i and Iy,i are both diﬀerent from 0. This is a very special case, so that the assertion that
the matrix A is diagonally dominant (in general) is false. If n > 2, the absolute values of
the diagonal elements of the matrix Aii are equal to α(1−λii)+I2xℓ,i for 1 ≤ ℓ ≤ n, whereas the
sum of the absolute values of the elements oﬀ the diagonal for the corresponding rows of the
matrix A are equal to
∑
j 
=i αλij + |Ixℓ,i|
∑
ℓ′ 
=ℓ |Ixℓ′ ,i| for 1 ≤ ℓ ≤ n. Therefore, the diagonal
dominance of A implies that
∑n
ℓ=1 |Ixℓ,i| ≥ (n− 1)
∑n
ℓ=1 |Ixℓ,i|, which implies that ∇Ii = 0 for
each point i. So, again, the assertion that the matrix A is diagonally dominant (in general) is
false. Therefore, it appears that the short argument given in [23, p. 249] for the convergence
of the pointwise Jacobi method is erroneous.
Remarks.
1. The HS iterative scheme amounts to the Jacobi iterative scheme at the interior points
of the image, but never at its boundary points. But then we believe that it is usually
the HS scheme that is implemented rather than the Jacobi method. Indeed, it is easy
to implement (cf. the end of section 6.1), still fully parallelizable, and it is the original
method proposed by Horn and Schunck. The diﬀerence between the two schemes is
due to the Neumann boundary conditions (because then λii = 0 at a boundary point).
2. The Neumann boundary conditions (2.4) that come from the unconstrained minimiza-
tion problem are very important. In particular, they imply that the Laplacian of a
uniform displacement field vanishes, i.e., ∆(u)i = κ(M(u)i−ui) = κ(
∑
j∈Λ λij −1)ui,
so that we must have
∑
j∈Λ λij = 1.
3. Due to this condition, known convergence results of the (block) Jacobi and Gauss–
Seidel methods do not apply, unless n = 1. The result [1, Theorem 1, (a)] assumes
that the matrix A is strictly diagonally dominant, which is not the case here. Also,
the result [1, Theorem 1, (b)] assumes that A is irreducible and weakly diagonally
dominant, which is not the case either. Note that one can generalize [1, Theorem 1]
using the notion of block diagonally dominant matrices [7]; namely, one can prove along
the lines of [1] that if A is strictly block diagonally dominant or if it is block irreducible
and weakly diagonally dominant, then both the block Jacobi and the Gauss–Seidel
solvers converge. But again, these hypotheses never hold for the HS problem, unless
n = 1.
4. On the other hand, if one wants to relax the boundary condition (2.4) and allow∑
j∈Λ λij < 1 at a boundary point, then one can show that A is weakly block diagonally
dominant for the Euclidean norm and block irreducible (based on the connectedness of
the graph G, i.e., hypothesis (H3)), so that both the block Jacobi and the Gauss–Seidel
D
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solvers then converge. This may happen if one considers a minimization problem with
constraints, for instance if the displacement is known at some points of the image.
Appendix C. In this appendix, we discuss the implications of Theorem 4.1 (i.e., the conver-
gence of the HS method) on the convergence of the Gauss–Seidel and SOR iterative schemes
through the property of positive definiteness of the coeﬃcient matrix of the HS problem. We
also present a more general result that states conditions under which the convergence of the
Gauss–Seidel and SOR methods is implied by the convergence of the Jacobi method. In what
follows, ρ(A) denotes the spectral radius of a square matrix A.
Proposition C.1. Let B˜ and C˜ be real symmetric matrices of the same dimensions such
that B˜ is positive definite and ρ(B˜−1C˜) < 1. Then, the matrix B˜ + C˜ is symmetric positive
definite.
Proof. Since the matrix B˜ is symmetric positive definite, it can be expressed in the form
LL, where L is a symmetric invertible matrix. Indeed, one can write B˜ = RΨRT , where
RRT = I (I is the identity matrix) and Ψ is a diagonal positive definite matrix; thus, B˜ = LL,
where L = RΨ1/2RT . Then, A = B˜ + C˜ = L(I + L−1C˜L−1)L. Since L is symmetric and
invertible, then A is positive definite if and only if the symmetric matrix A′ = I + L−1C˜L−1
is positive definite. Now, one has that ρ(L−1C˜L−1) = ρ(L−1L−1C˜L−1L) = ρ(B˜−1C˜) < 1.
Therefore, the real symmetric matrix L−1C˜L−1 can be written as QTΛQ, where QTQ = I and
Λ is a diagonal matrix such that ρ(Λ) = ρ(L−1C˜L−1) < 1. It follows that A′ = QT (I + Λ)Q,
where I +Λ is a diagonal positive definite matrix (because any eigenvalue λ of Λ is such that
|λ| < 1). Thus, A′ is a symmetric positive definite matrix, and so is A.
Corollary C.2. Let Ax = b be a linear system, where A is a real symmetric matrix. Let A
be written in the form D−B−C, where D, B, and C are block diagonal, block upper triangular,
and block lower triangular matrices, respectively. Assume that D is positive definite. Then,
the convergence of the Jacobi iterative scheme xk+1 = D−1((B + C)xk+1 + b) implies the
convergence of the Gauss–Seidel and SOR iterative schemes. In fact, the matrix A is positive
definite under the assumptions.
Proof. Let B˜ = D and C˜ = −B − C. The convergence of the Jacobi iterative scheme
is equivalent to ρ(D−1(B + C)) < 1. Thus, from Proposition C.1, the matrix A is positive
definite. Henceforth, the Gauss–Seidel and SOR methods converge; see, for instance, [4,
Theorem 5.3-2].
Corollary C.3. Under hypotheses (H1), (H2), and (H3), assume that the rank of (∇Ii) is n.
Then, the coeﬃcient matrix A of (B.1), with blocks defined by (B.2) and (B.3), is symmetric
positive definite. In particular, the Gauss–Seidel and SOR iterative schemes converge under
these conditions.
Proof. Let B˜ = αP−1 and C˜ = −αM , where P and M are as in (2.9). Then, B˜ is the
block diagonal matrix with diagonal matrix entries A′ii = α In + [∇I∇IT ]i, as follows from
Appendix A. Moreover, the eigenvalues of A′ii are α with multiplicity n − 1 and α + ||∇Ii||2
with multiplicity 1. Thus, the symmetric matrix B˜ is positive definite. Also, Theorem 4.1
implies that ρ(B˜−1C˜) = ρ(PM) < 1. Finally, A = αP−1 − αM = B˜ + C˜, using Appendix A.
The statement on the positive definiteness of the matrix A now follows from Proposition C.1
since M is symmetric. Hence, the Gauss–Seidel and SOR iterative schemes converge under
these conditions, as in the proof of Corollary C.2.D
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Remark. The positive definiteness of the coeﬃcient matrix of the HS problem has been
proved directly in [17]. Moreover, as mentioned in section 1, the V-ellipticity of the HS
functional [18] implies the positive definiteness of the coeﬃcient matrix of the HS problem.
Thus, Corollary C.3 is not a new result. However, the more general result, Corollary C.2,
might be of interest to further understand the convergence of the Jacobi, Gauss–Seidel, and
SOR methods.
Appendix D. In this appendix, we give more details to explain why we think the proofs
presented in [17, 13] are erroneous. We show that the matrix “P” of [17, eq. (9)] (denoted
here by P∗ to avoid confusion with the linear transformation P of (2.9)) is not contracting for
the norm defined by [17, eq. (10)], for any nonuniform image. Indeed, let i0 be a point where
∇ITi0 = (Ix,i0 , Iy,i0) = (0, 0). We consider the displacement field u defined by u2 i−1 = Iy,i0
and u2 i = −Ix,i0 if i ∈ Ni0 (the set of four neighbors of i0), and u2 i−1 = u2 i = 0 otherwise.
The norm defined in [17, eq. (10)], denoted by ‖.‖∗ here to avoid any confusion, reads as
‖u‖∗ = max1≤i≤N (u22 i−1 + u22 i)
1
2 . In that case, we obtain ‖u‖∗ = (I2x,i0 + I2y,i0)
1
2 . Moreover,
we find that P∗(u)2 i0−1 = Iy,i0 and P∗(u)2 i0 = −Ix,i0 . Therefore, ‖P∗(u)‖∗ ≥ (I2x,i0 + I2y,i0)
1
2 ,
so that ‖P∗(u)‖∗ ≥ ‖u‖∗. Thus, P∗ is not contracting, due to this counterexample. We think
that the error occurred in [17, formula (13)]: a factor ci should be added in the second member
to take into account that the sum in the first term includes all the neighbors of i. Thus, in
the inequality [17, formula (15)], one should use the factor
√
2 instead of 1, which makes that
proof break down.
In [13, eq. (20)], the Laplacian corresponding to the Neumann boundary conditions (which
usually correspond to the HS problem) is denoted by L2. The matrix N2 is defined by the
relation N2(u) = L2(u) + u (cf. [13, eq. (22)]).
2 Since that Laplacian operator vanishes on
uniform displacement fields, any such displacement field is an eigenvector of the matrix N2 for
the eigenvalue 1. Therefore, the assertion after [13, eq. (23)] that the spectral radius ρ(N2) of
the matrix N2 (i.e., the maximal modulus of the eigenvalues of N2) is less than 1 is erroneous.
Incidentally, in [13, formula (22)], a factor 12 is missing to get a correct expression of the
average. In [13, formulas (38) and (40)], the authors also assert that ρ
(
Id−F−1Diag(Sij)
)
< 1.
But, at every point, the determinant of the 2× 2 matrix Sij is null.3 Then, the matrices Sij
are singular, and so is F−1Diag(Sij). Thus, 1 is an eigenvalue of Id − F−1Diag(Sij), and so
the assertion is flawed. Thus, the two main intermediate results of [13] are both erroneous.
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